


澳門隊赴美國參加第 43 屆全美高中數學競賽
（2018 年 6 月 1 日、2 日）

拜訪中山華星幼稚園
（2018 年 1 月 28 日）

澳門隊獲國際總分亞軍、團體分數與中國隊並列第一

澳門隊攝於內華達大學（UNLV） 遊覽洛杉磯植物園

隊員賽前培訓 B隊成員與海外隊全力應戰



常港澳小學“新思維數學”課堂教學邀請賽
（2018 年 12 月 15 日、16 日）

專業評委團汪甄南會長致歡迎詞 教青局黃健武廳長致辭

浸信中學李煥棉老師展示課 濠江中學附屬小學庄淑蘭老師展示課

常州市博愛路小學潘雪琪老師展示課 參與展示課的浸信中學小五同學

化地瑪聖母女子學校魏佩珊老師展示課 香港英皇小學賴永康老師展示課



高美士中葡中學禮堂 濠江中學附屬小學小二同學

汪會長向首都師範大學方運加
教授致送紀念品

汪會長向嘗試教育科學研究院
邱學華院長致送紀念品

汪會長向常州市市北實驗初級
中學錢秋芬校長致送紀念品

鄭副會長向香港英皇書院同學會
小學陳淑英校長致送紀念品

鄭副會長向香港英皇書院
賴永康老師致送紀念品

鄭副會長向常州市博愛路小學
潘雪琪老師致送紀念品

伍理事長向課堂教學二等獎老師頒發獎牌 教學一等獎



第28屆亞太小學數學奧林匹克賽（新加坡華僑中學）
（2018 年 5 月 26 日）

世界七大數學死題破解演講會
（2018 年 4 月 28 日）

邵敏理事與參賽隊員在頒獎台上合影 澳門得獎同學合影

洪崇博同學獲得 2018新加坡亞太小學
數學奧林匹克金獎

黃浩政同學獲得 2018亞太小學數學奧
林匹克初賽白金獎

上海崔榮琰先生作難題破解示範

崔先生示範、汪會長協助講解 聖瑪大肋納分校禮堂



希望杯、亞太區小學奧數（新加坡）、數學大王賽、
環亞太杯國際數學賽頒獎禮 暨 ARML 成果匯報會

（2018 年 7 月 7 日）

教青局梁怡安處長向 ARML澳門隊頒發獎牌汪甄南會長
致歡迎詞

教師施振雄老師匯報
ARML比賽情況

培道魏麗珊校助頒發希望杯小學二等獎 勞校邵朝霞副校長頒發希望杯中學二等獎

鄧海棠秘書長頒發希望杯小學五年級三等獎鄭志民副會長頒發希望杯小學四年級三等獎

汪甄南會長頒發希望杯中學一等獎培華張春燕主任頒發希望杯小學一等獎



伍助志理事長頒發希望杯小學優秀輔導員 蔡兆明副會長頒發希望杯小學三等獎

蔡兆明副會長頒發希望杯中學三等獎 伍助志理事長頒發希望杯中學優秀輔導員

勞校邵朝霞副校長頒發希望杯數學大王
各年級冠軍

培華張春燕主任頒發環亞太杯國際數學賽
各級冠軍

胡漢賢監事頒發環亞太杯國際數學特等獎 教青局梁怡安處長頒發環亞太杯國際數學一等獎



上海崔榮琰先生實習講解作圖法

使用漫畫進行數學教學——來自新加坡的經驗
（2018 年 10 月 13 日）

世界數學難題一尺解第二次講座
（2018 年 11 月 10 日）

參與老師專心練習

參與老師研究分角尺的使用法

汪甄南會長
致歡迎詞

澳門大學江春蓮博士與新加坡南洋理工大學
國立教學院數學與數學教育學系卓鎮南教授

教青局黃逸恒處長
致詞

濠江小學會場 香港資優教育教師協會會員與講者合照



ISSN



书书书

中国基础教育的理论缺失与解
!

对策

邱学华
（常州大学尝试教育科学研究院 江苏常州 ２１３０００）

【摘要】中国基础教育改革与发展已取得举世瞩目的成绩，尤其是在国际学生评估项目
（ＰＩＳＡ）测试中取得了两次世界第一後，已引起国际教育界关注。欧美许多国家纷纷派人到
中国考察学习，英国

!

定全面引进上海小学数学课本及其配套练习
"

，大长中国人志气，提
升了中国的国际地位。可是，国

#

对基础教育
$

是
%

声不断，甚至有人
&

中国的教育问题
已严重如癌症晚期，骇人听闻，颠倒黑白。许多人对中国教育存在误解，因此

'

生了各种埋
怨。从理论和实践上分析唱衰中国教育的各种论调和误解，有利於正本清源，理性地看待
中国基础教育存在的问题和取得的成绩。中国教育理论界必须根除崇洋思想，不能用西方
教育理论来否定中华教育的优良传统。我们应该从盲目自卑中醒来，从崇拜西方教育理论
的声音中突围出来，引导广大教师走自己的路，在国际教育界发出中国声音。

【关键字】高考；应试教育；理论缺失；理论自信

一、中国教育怎
!

啦？
２０１３年在上海市育才中学举行的第三

(

基础教育课程改革与发展论坛上，我作了题
)

《国际视野下中国课堂教学的新突破》的发言。我在发言中
&

：“在中国教育的混沌世界中，
在国

#

外对中国教育的一片叫骂声中”，我旗帜鲜明地喊出：“中国的基础教育是世界第一
流的，中国中小学的课堂教学也是世界第一流的。”直到现在，还是有许多人叫骂、埋怨中国
的基础教育，而且有些人

%

得越来越凶，埋怨也越来越深。网路上不断有骇人听闻的消息，
颠倒黑白的

%

声以及混淆不清、似是而非的论调出现：中国教育残害青少年，学生的学习负
担重，学的多是死知识；中国教育

*

有出路，赶快把孩子送到国外去；中国的教育问题已严
重如癌症晚期，救救中国的教育事业，等等。

这种悲观、消极、抱怨的声音与我国不断提高的国际地位和已成
)

经济大国、军事
+

国
的事实是不相符的。党的十九大精神指出，把人民对美好生活的往作

)

奋目标，把教
育列

)

民生之首和中华民族伟大复兴的基础工程是新时代中国特色社会主义教育工作的
主要方向。这些唱衰中国教育的论调，与十九大精神背道而驰。

同时，这种不负责任的叫骂声和埋怨论调也是违背逻辑的。教育是上层建筑，是
)

经
—１—



济建设服务的。
*

有适合中国国情的良好教育，哪眧来的人才；
*

有优秀的人才，中国的经
济怎能腾飞，军事现代化怎能实现？

中国教育怎
,

啦？旧中国经济落後，一穷二白，教育凋零，８０％以上的人是文盲。经过
６０多年的努力，我国已普及九年义务教育，实行免费教育，有些地区已普及高中教育，同时
也基本解

!

学生进大学难的问题，中小学教师学历达成率已超９０％。在这１３亿多人口的
大国，教育经费相对偏少的情癋下能办成这样的大教育，难能可贵。根据《国家中长期教育
改革和发展规划纲要（２０１０ － ２０２０年）》要求，到２０２０年，我国要基本实现教育现代化，形
成学习型社会，进入人力资源

+

国行列；要实现更高水准的普及教育，基本普及学前教育；
巩固提高九年义务教育水准；普及高中阶段教育，毛入学率达到８０％；高等教育大

-

化水准
进一步提高，毛入学率达到４０％①。可见中国已从教育大国迈向教育

+

国，这是值得中国人
自豪的。

中国基础教育的课程、教材、教法，特
.

是在数学教育方面，已引起国际教育界的关注，
许多国家纷纷到中国考察学习，英国已引进全套上海的小学数学教材，包括学生用书、教师
用书和配套练习

"

，由英国柯林斯学习出版社出版，书名
)

Ｒｅａｔ Ｓｈａｎｈｕｉ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，中文
意

)

《真正的上海数学》。记得在２０世纪７０年代後期，上海教育出版社曾出版了英国的中
学数学教科书，称

)

ＳＭＰ数学教材，如今英国全面引进上海的小学数学教材，真是三十年河
东，三十年河西。世界在变，我们要有充分的自信，中华民族的复兴大业已经开始，必定能
)

全人类作出更大的贡献②。
以上事实证明，中国的基础教育无论是学制、规模、普及率，还是课程、教材、教法都是

世界第一流的，而且已经得到国际公认。可是，中国教育从未像现在这样受到社会各界的
关注，也从未像现在这样承受如此多的叫骂和埋怨。世界第一流，?不是

&

已经完美无缺，
我们同世界上的其他国家一样，在教育方面都存在问题。教育盷期长，杂多变，人们对数
育的需求各不相同，专家和学者的观点也各不相同，

-

口难调，所以有些埋怨和误解是正常
的。但是不能叫骂，不能唱衰中国教育，更不能误导中国的老百姓。

二、理论缺失的种种表现
)

什
,

对中国教育
%

声不
/

，而且越
%

越凶？因
)

有些人自以
)%

得有“理”，可是这
些论调大都是似是而非，模糊不清的，甚至是混淆是非、颠倒黑白的，把错误的当成正确的，
又把正确的当成错误的进行批判，这

&

明问题的根源还是教育理论的缺失。
中国的教育理论界缺乏自信，崇洋风气太盛，把外国教育理论奉

)

圣明，用外国（特
.

是美国）的教育理论和教育成就批判中国的教育，蒙蔽中国人，给中国人洗脑。笔者现把社
会流传较广，唱衰中国教育的论调梳理归纳

)

八个方面，?逐一进行分析。

—２—

①

②

《国家中长期教育改革和发展规划纲要（２０１０ － ２０２０年）》，人民出版社２０１０年版，第７页。
邱学华：《有感於英国引进上海小学数学课本》，《小学教学教师）２０１７年第１１期。



（一）高考是指挥棒，中国教育一切问题的根子都在高考
在中国，高考

!

定著学生的命运，涉及千家万
0

，世界上
*

有哪个国家有著这样一个把
国家与个人命运紧紧联在一起的考试制度。“高考”两字在百度上能搜索出１亿多条

#

容，是高频词条。高考制度是许多人
%

得最凶的，把教育中出现的许多问题都算在了高考
的头上，认

)

“高考残害学生”，“高考是教育的万恶之源”，“高考一日不除，国家一日不得
安宁”，等等。一些家长

)

了不让孩子参加高考，把孩子早早送到国外读书，这是导致中国
留学生低龄化的一个原因。

首先，我们要讨论一下，到底要不要高考？高考的成效是不可否认的，它
)

中国经济腾
飞奠定了人才基础。据统计，恢复高考４０年（１９７７ － ２０１７年）间，总报考人数达２１６９９． ５万
人，总

1

取人数达１０８５５． ６万人，也就是
&

，有１亿多人通过高考进入大学，成
)

专门人才。
如果

*

有高考选出的这１亿多名人才，我们的改革开放大业是不可能成功的，我们也就不
可能进入世界

+

国行列，这是显而易见的，如果废除高考，?用推荐制度选拔人才将会怎
样？以往的经验告诉我们，这会导致生源过差，教育不公平，教育品质大幅度下降，大家都
有切肤之痛。这条路是行不通的。

世界各国都有高考，连现在已普及高等教育的美国，学生进入大学也要考试，因
)

学校
档次有高低，常青藤名校都有严格的审核与考试。日本、韩国、新加坡等国家也都有全国统
一的考试，也都使报考的年轻人担惊受怕，不堪重负。因

)

考生不但想通过考试，还想要被
好学校

1

取。韩国高考更是年轻人的“肉博战”，他们要在一天时间
#

考完五门课，从８４０
考到１７４０。

高考是全世界共同的教育难题，
)

了解
!

这个难题，我们已用了几十年的时间去探索，
直到现在还

*

有找到比较理想的办法。制订高考办法，必须考虑如下几个因素。
（１）中国近年来有将近一千万人参加高考，中国的高考是世界上规模最大的、统一的大

学入学考试。由於人数
-

多，所以高考不可能?取面试，也不可能?取多维度考核；
（２）考试既要做到公正、公平，又要能选拔出优秀人才；
（３）不能一考定终身，以分

1

人，要从多维度出发，全面地选拔人才；
（４）要照顾城乡差

.

、地区差
.

、民族差
.

等；
（５）由於缺乏诚信监督制度，高校和考生的数量

-

多，目前尚不能全面实行高校自主招
生制度；

（６）出於对社会安定的考虑，高考改革的步子不能迈得太大，必须逐步推进。
以上因素使高考改革变得?常杂、艰巨，在改革过程中往往容易顾此失彼，左右

)

难。例如：既要做到公平、公正，又要做到不能一考定终身，以分
1

人，这两者很难同时实
现：既要照学生的个性、特长，又要避免有人利用加分弄

2

作假，这两者也很难兼顾。
几十年来，我国正在不断改革、完善高考制度。从目前的情癋看，现在的高考制度是适

合我国国情，且受到大多数老百姓认可和欢迎的。经过四年的专家研究论证，教育部已出
—３—



台了新的高考制度，相信高考一定会有新的面貌。
总之，中国的高考成绩是显著的，但不是完美的。高考有问题，这是世界性的难题，不

能因
)

有问题就受批判，更不能取消，只能根据中国的国情逐步改革，不断完善，改革的著
眼点，不是

)

了让专家满意，而是要让
/

大多数老百姓满意。

（二）应试教育?滥是中国教育的主要问题
现在在抨击教育问题时，最厉害的武器就是“应试教育”这顶帽子，高考成绩好了，学业

成绩提高了，都被
&

成是应试教育的结果。一些教改的典型学校，如洋思中学、杜郎口中
学、衡水中学、毛坦厂中学等，都被

&

成是考试工厂，是应试教育的典型。一些专家和教育
行政部门到处批评、抨击，这样谁还敢去抓教育品质呢？

前几年，我在《人民教育》发表的文章中指出，我们必须区分“应试”与“应试教育”两个
不同的概念③，应试是指应对考试所?取的策略和手段，只要有考试，就会有应试，这是很简
单的常识，一百年後也不会变。其实人的一生都在应试，求学时代有学业考试，参加工作後
有职场考试，中国每年有几百万人参加被称

)

“国考”的公务员
1

用考试，升职升级也都要
考试。“应试教育”是指把考试、分数，升学率作

)

唯一的教育目标，作
)

教育的指导思想，
而不顾学生其他方面发展的教育方式。现在的情癋是很多人把两者混淆了，谁抓“应试”，
谁就会背上反对素质教育，实行“应试教育”的骂名。

要不要搞应试的
!

定权主要掌握在各级教育行政部门手眧，他们如果用分数和升学率
作

)

唯一的标准来衡量学校和教师的水准，井依此排名次、升级加薪，作
)

一种教育目标来
管理学校，这就是真正的“应试教育”。学校和教师仅是奉命行事，如果教育行政部门片面
追求分数和升学率，学校和教师只能把压力

+

加到学生头上。因此，把压力都施加到校长
和教师身上，这是不公平的，有些人打著“应试教育”的旗号到处叫骂，是

*

有根据的。
这眧要特

.

指出，学生必定是要参加考试的，它是学生学习过程中必不可少的环节，这
是一条教育规律，违反这条规律就要受到惩罚。就像工厂一定要有

'

品品质检验，
*

有检
验这一关，

'

品品质就无法保证。美国的基础教育品质
)

什
,

低，主要原因是他们忽视考
试，这就是违反教育规律所受的惩罚，所以，在《不让一个孩子落後》的教育法案中，重要的
一条就是要重视考试，而且法案还规定，如果一个学校有考试成绩三年不达标，校长也要受
到处罚④。

考试是一把双刃剑，一方面可以用来发现诊断学生的缺漏，及时补救，激发学生的学习
动力，另一方面会给学生带来压力，加重他们的学习负担，但是，学生学习必定会有一定的
负担和压力，

*

有一点负担就不是真正的学习。
有考试就必定会有应试，这是很正常的事，

)

什
,

非要用一个混淆不清的“应试教育”
的概念来抨击呢？以前

*

有“应试教育”的
&

法，只有反对“片面追求升学率”的
&

法。２０

—４—

③

④

邱学华：《我所追求的理想学校》，《人民教育》２０１０年第７期。
李雪峰、何晓东：《“不让一个孩子落後”法案对中国教育的

3

示》，《宜宾学院学报》２０１１年第１０期。



世纪９０年代出现了“素质教育”的概念，
)

了树立对应的概念，才有了“应试教育”的
&

法。
经过近３０年的教育实践证明，“应试教育”的提法?

*

有对中国教育
'

生积极作用，还是提
反对“片面追求升学率”

)

好，追求升学率?
*

有错，问题出在“片面”上，这是符合实际情
癋的，校长和教师听了也会服气。所以，笔者赞成北京师范大学王策三教授的看法，不宜提
“由应试教育向素质教育转轨”，要恢复“全面发展教育”的权威提法⑤。

（三）高分低能，中国学生只会考试，分数很高，能力很低
在中国教育界流行“高分低能”的论调，这是一些专家从个

.

高分数、高智商
$

生活能
力低下的学生个案中得出的结论，这种以偏概全的谬论在教育界流行一时，危害极大。这
种论调事实上同前面两条是有联的，他们反对高考，反对考试，认

)

考出高分也
*

有用，
因

)

这样的学生都是高分低能的。如果按照他们的论调，考上北大、清华的学子岂不都是
低能儿？

考试是教育评价的重要形式，考分基本上能
4

反映学生的学习水准。几十年来，我们
不断研究，改进高考试题，逐步做到既考知识、又考能力。例如，现在的高考已基本

*

有命
题作文，熟读死记范文已经

*

有用了，大都是先看一幅图，或根据一段文字，要考生自己命
题作文，考生

*

有一定的语言文字水准，是写不出高分作文的。
凭死记硬背考高分的学生也不是一无是处的，这样的方式也能测试出一个人的学识水

准，１９２６年清华大学国学研究院招收研究生，考题是默写四个“一百”：（１）一百个人名，写
出每个人所处的朝代和主要著述：（２）一百个古地名，写出这些地名分

.

对应的是今天的什
,

地方：（３）一百部书名，写出各部书的作者：（４）一百句诗词，答出这些诗句分
.

出自哪首
诗或词。结果只有小学毕业，靠自学读过两年大学的王力

1

取了，後来他成了著名的语言
学家和国学通才。当时的考题默写四个“一百”，看上去好像是在考死记硬背，但是如果不
博览群书，熟读经典，做到烂熟於心，如果

*

有很高的国学修养和惊人的记忆力是无法考好
的。

从大资料分析的情癋来看，学生通常是高分高能，低分低能，只会出现极个
.

“高分低
能”的情癋。当今的知名科学家、企业家、经济学家。几乎都是通过考得高分进人重点大学
的，几乎个个是“学霸”，如施一公（清华大学）、柳传志（西安科技大学）、杨元庆（上海交通
大学）、李宏

5

（北京大学）、雷军（武汉大学）等。

（四）学生学到多少知识不重要，重要的是培养能力和创造力
这句话流传得很广，影响很深，成

)

许多中小学不重视知识教学的依据，另外还有一句
话：“当一个人把在学校学到的知识忘掉，剩下的就是教育。”这种论调把知识、能力、智
力，创造力割裂开来，它的目的很清楚，用发展能力、智力的重要性证明学习知识?不重要，

—５—

⑤ 王策三：《恢复全面发展教育的权威一一三评“由应试教育向素质教育转轨”提法的讨论》，《当代教师教育》２０１７年
第１期。



学校不必抓教学品质，不必考试，学生不必取得高分数。总之，学生不必认真读书，只要将
关注点放在发展能力、智力上就行了。

知识重要还是能力重要的
6

论，其实就是教育史上关於实质教育（重知识）与形式教育
（重智力）的

6

论。这个
6

论从古希腊时期就开始了，东西方教育界都在研究和
6

论这个问
题。根据国际心理学界的研究，一般认

)

，在知识
#

化的过程中人的智力会逐步得到发展，
人在反复练习和应用知识的过程中会形成能力，因此，知识、能力、智力、创造力是互相联
、不可分割的，无所谓哪个重要，哪个不重要；但知识是基础，这点是肯定的。美国心理学
家加涅的累积学习原理也

+

调知识的学习对能力形成的奠基作用⑥。
杨绛先生的一段话能给我们带来

3

示：“运动员受训练，练出了壮健的肌肉筋骨，同时
也练出了吃苦耐劳、坚持不懈的意志。肌肉、筋骨属於肉体，吃苦耐劳、坚持不懈的意志属
於精神，肢体能伤残，意志和生命同存，这是不容置疑的”⑦，这段话

&

明，运动员只有通过训
练，才能磨炼出吃苦耐劳、坚持不懈的意志，不去训练，何来意志？同样的道理，学生只有在
学习知识的过程中，才能形成能力和发展智力。一个人的能力和智力不可能凭空

'

生，必
须有引发的契机，这个契机就是学习知识的过程。

我记得在２０世记八九十年代有个提法。“在加
+

‘双基’的同时，培养能力，发展智
力”。这眧的“同时”两字用得特

.

好，把知识、能力、智力的关
&

得一清二楚，具有中国特
色，充分体现了唯物主义辩证法。可是，从２１世纪开始的新课程改革

$

把这句话
7

?了，
实在可惜。这句话，体现了中华传统教育的精华，是中国基础教育的成功经验，应该认真总
结研究，将它逐步推向世界，

)

全人类的教育作出贡献。
（五）中国教师

"

调死记硬背，机械训练，欧美教师
"

调探索发现，开展研究性
学习，所以中国学生的基础知识很扎实，但缺乏创新能力

这种论调在国
#

外流传很广，使人们对中国教育
'

生了很深的误解。在国外流行著一
种关於中国教育的悖论：中国教师的教学方法很落後，教学品质

$

很高。笔者早就指出，这
是个

8

命题，使外国人还用２０世起三四十年代的眼光看中国，再加上现在新闻媒体对中国
教育的负面报导多，大家就都信以

)

真了。
中华人民共和国成立後，经过６０多年的不断发展，不断改革，教师的学历水准和教学

水准都有了大幅度提高。２００９年湖南省抽样调查，小学教师中具有大专以上学历的占总人
数的９６． ４９％，沿海地区小学教师的学历已基本达标，其中有研究生学历的教师占总人数的
１０％左右。我国中小学教师的学历水准已经接近欧美发达国家，具有一定的专业素质。

中国中小学的课堂教学经过全国性的八次课改，已大有改观，“满堂灌”的情癋已基本
消失。特

.

是近几年来，政府加大了教育投人，不但沿海地区的中小学都用上了电子黑板，
就连相对偏远的

#

蒙古、黑龙江、新疆、甘肃、广西等地的学校教室眧也装上电子黑板，使用

—６—

⑥

⑦

郭本禹主编：《外国心理学经典人物及其理论》，安徽人民出版社２００５年版。
杨绛著：《走到人生边上》，商务印书馆２００７年版，第８８页。



现代化电子设备的学校比比皆是。从主流情癋来看，我国的课堂教学已具有中国特色一一
既继承和发展了中华教育的优良传统，又借鉴了西方教育的长处，主要有以下六种特徵：
（１）

+

调学生自学；（２）重视教科书的作用；（３）发挥教师的主导作用：（４）加
+

“双基＂：（５）
重视练习；（６）激发学习兴趣，充分发挥非智力因素的作用。

综上分析，上述教育悖论是不成立的，它的前提错了，中国教师的教学方法?不落後，
我们的课堂教学方法不是“满堂灌”，也不是西方的探索发现，我们正在探索一条中国式的
课堂教学道路。

关於东西方教育的碰撞，最有
&

服力的案例是英国ＢＢＣ广播电视公司拍的一部纪
1

片
《我们的孩子足

4

坚
+

吗？中式学校》。这部纪
1

片播出後，引起轰动，改变了世界各国对
中国教育的成见。以往西方人总认

)

西方教育比中国教育优秀，这个案例用铁的事实证
明，无论是教学方法还是教育方式，中国的都比英国好。事情的起因是，２０１５年英国伦教大
学教育学院有一个比较中西教育的研究项目，研究人员从英国博船特中学抽取了５０名九
年级学生组成中国实验班，另选一个只有３０名学生的同年级班级作

)

对比班。实验班的
各科教师由从中国聘请的５名教师担任，对比班则由英国原任教师任教，教学实验时间

)

一个月（四周），然後统一测试。ＢＢＣ公司全程
1

影，等於全程有人监督，容不得半点作假。
在开始的两周时间眧，中国教师简直无法上课，英国学生的纪律太差，讲话、打闹、玩手

机，甚至把家眧的电茶壶带来烧茶喝。中国教师面对散漫叛逆的英国学生
*

有退让，坚持
严格管理，找学生谈话，同家长沟通，将实在影响上课的学生请出教室。开始时，中国教师
的做法遭到部分学生和家长的反对，有位家长跑到学校同中国教师

6

辩，
&

他的孩子一天
不喝茶是不可想像的，不让带电茶壶烧茶喝是侵犯人权。中国教师耐心解释、开导、劝

&

，
情癋逐步发生改变。从第三周开始学生慢慢接受中国教师的教育方式和教学方法。中国
教师逐步展示中国式的因材施教一一

)

後进生补课，
)

优秀生开小灶，他们在课外教学生
跳扇子舞、扔空心球，做?戏；每盷一举行升旗仪式，让学生在国旗下讲话；考前鼓励学生认
真习，

6

取考出好成绩，完全把中国学校的教育方法搬到了英国，四周的实验结束後，实
验班与对比班接受统一测试，结果中国实验班测试的三门学科成绩全胜英国对比班。
　 　 　 　 　 　 　 　 班

.

学科　 　 　 　 　 　 　 　 中国实验班平均成绩 英国对比班平均成绩

数学 ６７． ７４分 ５４． ８４分

中文 ４６． ８８分 ３６． ８８分

科学 ５８． ３３分 ５０分

在三门学科中，两班学生的数学成绩差距最大。博船特中学的校长和教师心服口服，
承认中国的教学方式赢了，因

)

实验是在对中国教师不利的情癋展开的，中国教师对英国
学生不熟悉，授课班级的人数更多，开始时更是受到了学生的抵制和反抗。不仅实验班学

—７—



生的成绩全胜，而且中国教师同英国学生之间还建立了深厚的感情，在告
.

会上师生哭成
一团，许多英国学生都不愿中国教师离开。

ＢＢＣ的这部纪
1

片是在学较现场拍摄的，具有较高的可信度，已在许多国家播出，消除
了西方人对中国教育的误解。一些唱衰中国教育的公知们，应该好好看看这部纪

1

片，反
思一下自己的讲话。

（六）中国学生的学习负担重，苦不堪言，虽有扎实的基础知识，但缺乏创造性；
欧美学生学得轻愉快，

#

有负担，创造性
"

这是一种贴标、想当然式的调论，已经把中西方教育脸谱化了，总是
&

中国学生的学
习负担重，缺乏创造力，欧美学生轻偷快，有创造力。其实事实?非如此，许多

*

有到过
美国，只听信媒体和专家宣传的教师和家长受骗了。

美国有各种类型的学校，包括公立学校、私立学校、针对贫困家庭（主要是黑人）的特殊
学校等，公立学校面向大

-

，管理不严，学生轻；私立学校面向富裕阶层，开展精英教育，
学费昂贵，管理严格，学生负担也不轻；特殊学校的学生则根本

*

人管，放任自流，基本
*

有
负担。

&

美国学生学得轻愉快，
*

有负担，是指哪类学校的学生呢？
中国学生也不能一概而论，城市名校的学生负担重些，而衣村山区学校的学生负担轻

些。总体而言，多年来经过教育行政部门的调控，学生的负担有所下降。一般要求小学低
年级学生

*

有家庭作业，小学中、高年级学生的课後作业时间不超过一小时，中学学生不超
过两小时。农村的小学生基本

*

有家庭作业，中学生一般都住校，晚上在自修课上完成
作业。

在学习成绩方面，中国学生有
/

对优势，ＰＩＳＡ测试结果已能证明这一点。有些人
&

，这
是应试教育的结果，中国学生只会死记硬背，

*

有能力。有一位英国人麦克雷站出来
)

中
国人

&

话，他在《独立报》上发表文章指出，ＰＩＳＡ测试结果显示，上海学生在
9

读素养、数学
素养和科学素养三个评估专案中得分最高，测试的目的是评估学生在实际情境中运用所学
知识的能力，因此不能

&

这是中国学生接受“填鸭式教育”的结果。
关於培养创造力的问题，笔者认

)

，中小学生的主要任务是继承和学习前人创造的知
识经验，然後在前人的肩膀上起飞。他们的主要任务是学习和接受。因此中小学主要是要
培养学生的创新精神，而不是创新能力。在中小学，教师有责任把清晰完整的科学结论告
诉学生，不能让学生漫无目的地探索、发现，造成概念上的模糊不清，这样反而会害了学生。
美国科学课程标准原来的核心概念是“探索”，现在已改

)

“实践”，这样的改变是值得深思的。
国

#

外
/

大多数人都认
)

中国学生
*

有创造力，我们也
*

有确凿的证据
)

中国学生辩
驳。近来《人民日报》公?了一份资料，讲的是一部丹麦拍摄的纪

1

片《丹麦９年级Ｚ班ＶＳ
中国初三１３班》，纪

1

片跟拍了两个国家的初中毕业班，节目组聘请权威专家
)

两国学生
设计了多个领域的测试，希望以此对比研究两国教育的不同之处。

代表丹麦的是
:

尔胡斯地区最好的一所公立学校九年级Ｚ班的学生，代表中国的是黑
—８—



龙江省哈尔滨市第６７中学九年级１３班的学生，两个班的学生都即将参加本国的中考。测
试项目分

)9

读、数学、英语、团队合作能力和创造力。测试结果显示：在
9

读能力方面，中
国小胜丹表：在数学能力方面，中国大胜丹麦，中国９０分，丹麦３０分；在英语能力方面，丹
麦大胜中国，丹麦７１分，中国２９分，这在意料之中，因

)

丹麦普遍用英语交流。
在团队合作能力和创造力方面，中国和丹麦的专家都认

)

这是丹麦的
+

项，丹麦大胜
中国是肯定的。可是测试结果

$

恰恰相反，中国的学生胜了，测试团队合作能力的考题是
请学生以４人

)

一组，每组用５０张白纸以及４个
+

力透明胶，在３０分钟
#

搭建一个类似房
子的独立支

;

体，?能容纳小组的４名成员。完成搭建後，专家一致认
)

中国学生的表现
更好：中国学生在整个考查过程中一直保持著高度的专注，善於表达自已的想法，聆听同伴
的意见，?且能很快形成共识，立即动手操作；丹麦学生则不太专注，嬉笑打闹，意见不统
一，非常自我，影响了任务的完成。

测试创新能力的任务是给学生一砯相同
#

容的画、让他们自由发挥，添加新的
#

容，画
出一幅新的画，?给新的画想一个标题，限时１５分钟。结果也出人意料，中国学生的创新
能力比丹麦学生

+

，专家们认
)

比较有创新性的画作几乎都出自中国学生之手，只有一幅
是丹麦学生的。

以上两项测试结果推翻了国际教育界旧有的偏见一一认
)

中国学生被管得太严，约束
太多，因此团队合作能力和创新能力肯定很差，不如欧美学生。事实证明，中国学生扎实的
基础知识和能力，严明的纪律、优秀的执行力，坚持不懈的志，对团队合作能力和创新能
力都

'

生了一定的积极影响。这
&

明中国学校严格要求、严格训练的管理办法和教育方
式，对增

+

学生的团队合作能力和创新力有著重要的作用，这是东西方教育家都忽略的部分。
（七）美国有低水准的基础教育，

$

有高水准的高等教育；中国有高水准的基础
教育，

$

有低水准的高等教育
这好像是两个教育悖论。中国的一些教育专家以此

)

美国基础教育水准不高辩护，贬
低、质疑中国基础教育。这两个悖论对中国基础教育的伤害很大，仿佛

&

明中国的中小学
生虽然成绩好，但到大学就不行了，美国的中小学生虽然成绩一般，但到大学都能很快提
高。这两个悖论迷惑了很多专家的眼睛，也误导了许多家长，使他们把孩子早早地送到国
外去读中小学。

这两个悖论，其实?非悖论，而是事实，我们必须面对现实，作出科学的分析，笔者将从
以下四方面进行论述。
１．我国和欧美国家的高等教育不在同一条起跑瞃上，欧美国家的高等教育大都有二三

百年的历史，他们有完整的办学模式，管理体系和科研传统等。我国只是在一百多年前，按
照西方的办学模式办起了大学，也就是

&

我国高等教育的起步时间比西方晚了一二百年。
新中国成立後，我们大力发展高等教育，虽然取得了显著的成绩，但与欧美国家相比仍有差
距，这是必须承认的事实。
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２．我国的基础教育水准比美国高，这也是铁的事实。前文已分析过，这眧再举一个
２００９年ＰＩＳＡ测试结果的例子。⑧
　 　 　 　 　 　 　 国家
素养类型　 　 　 　 　 中国 美国 国际平均

科学素养 ５７５分（第一名） ５０２分（第七名） ５２４分

数学素养 ６００分（第一名） ４８７分（第十名） ４９６分

9

读素养 ５５６分（第一名） ５００分（第八名） ４９３分
当时中国的成绩

<<

领先，而美国的成绩大都低於国际平均成绩。记得２０世纪八九
十年代，许多华人都把子女送回祖国读中小学，接受严格有效的基础教育，可是後来出现了
唱衰中国教育的论调，而且越

%

越凶，把他们都吓跑了，连中国的家长也吓得把孩子送到国
外去读书了。
３．美国高等教育的高水准是靠全世界的优秀学生

;

起来的。美国自己的基础教育不
4

好
*

有关，世界各国优秀的学生都会到美国读大学，读研究生。事实上这是一种教育
掠夺，美国既获得了高的学费收入，又有源源不断的人才流入，实在是一举两得。前几年，
我和华东师范大学的张奠宙教授在上海遇到从美国来华讲学的威斯康辛大学教授阿士凯，
我们问起，

)

什
,

美国的中小学生数学成绩差，而高等教育
$

很励害。他回答
&

，在美国高
校有８０％的数学教授是华人，他们大都是在中国（包括香港、台湾）接受的基础教育。阿士
凯教授

&

出了真相，⑨证明美国高等教育水准高的一个证据就是美国的诺贝尔
=

获得者人
数最多，可是其中有很多是犹太人、华人、印度人、日本人，靠的也是“外来军团”。
４．中国的高等教育

)

什
,

水准不高？我们不能把中国基础教育的高水准同高等教育
的低水准联起来，要弄清因果关，高等教育的低水准不是基础教育的高水准造成的，因
)

这不符合事实，也不符合人的发展规律。中国高等教育低水准主要是由於其自身的原
因，不能怪基础教育。除了前面讲的历史原因外，还有三个原因：

（１）扩招带来的後遗症。以前高校每年招一二百万人，而现在每年要招近一千万人，生
源不如以前，师资也跟不上。

（２）管理太宽，只要不犯错误，
/

大多数学生都能升级、毕业。而欧美大学实行的是
“宽进严出”的制度，一般到大学二年级就有３０％左右的淘汰率，到三年级还有２０％左右的
淘汰率，大学生都很紧张，如果不认真学习就不能升级，不能毕业。

（３）教学方法落後，配套设备和技术手段也落後，教师上课大都是满堂灌；中国很多的
小学教室都配有电子黑板，可在大学

$

很少见到。
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⑧

⑨

国际学生评估项目上海项目组著：《品质与公平———上海２００９年国际学生评估项目（ＰＩＳＡ）结果概要》。上海教育出
版社２０１３年版。

邱学华：《中国数学教育不要向美国学习》，《小学教学（数学版）》２０１５年第１１期。



根据对上面四个问题的分析，我们可以得出结论：中国高等教育的水准低不是由於基
础教育水准高所造成的；美国高等教育水准高的归因也不是基础教育水准低，而是主要依
靠外来力量的支

;

。

（八）
%

数的危害远甚于
&

赌毒
刚听到这个观点时，我不敢相信这是一位教育专家

&

的，但这的确是一位有身份，在教
育界有影响力和话语权的专家

&

的，他在一篇名
)

《打倒万恶的
:

数教育》的博文中
&

：“
:

数的?滥成
>

，已经成
)

一种社会公害，其对少年儿童的摧残之烈远甚于
?

赌毒，远甚於网
瘾，

&

它祸国殃民毫不过分。”
:

数纵有千错万错，总不至於危害甚于
?

赌毒吧。这位专家对
:

数如此痛恨，但他可
能连什

,

是
:

数都
*

有搞清楚。这也是中国基础教育理论缺失的原因之一———有些专家
连事实都

*

有搞清楚就信口开河，胡乱批评。
:

数是“
:

林匹克数学”的简称，专指国际
:

林匹克数学竞赛的教学
#

容，
:

林匹克数
学竞赛是国际上最高级

.

的中学生数学竞赛，能显示出一个国家青少年的数学水准，就像
:

林匹克运动会一样，世界各国都极
)

重视。我国经过几代人的努力，才在
:

数竞赛中取
得了骄人的成绩，连年夺冠。

)

了打好学生的数学基础，必须从小学、初中抓起，因此，我国
自己举办了华罗庚金杯赛、初中和小学的

:

林匹克数学竞赛等，现在所
&

的
:

数范围扩大
了，是指高於教科书难度的数学竞赛，

&

到底就是一些较难的数学题和解题思路。实践证
明，让学有馀力的学生学习

:

数，有利於因材施教，发展学生思维，培养优秀人才，提高教学
水准，显示我国的大国风范，我写过一篇文章题

)

《
)

“
:

数”正名》，在其中作了详细的分
析瑏瑠。

这位教育专家的一句“
:

数危害远基於
?

赌毒”，
4

吸引眼球，被很多家媒体热炒，有些
教育专家和名人也不断跟进，掀起了讨伐

:

数的浪潮。在这样的舆论压力下，国
#

的
:

林
匹克数学竞赛停办，

:

数培训班也被禁止，一些教育局下了禁令，不准学生参加
:

数竞赛和
:

数培训，
:

数一时间竟然成了过街老鼠，人人喊打，世界上还
*

有哪个国家用教育行政的
禁令来扼杀

:

数。
这样做的後果也逐渐显露出来。我国在国际

:

林匹克数学竞赛中连连失利，冠军的位
置也

7

了。有一年，以前很落後的美国队竟然得了冠军，这是因
)

他们引进了中国
#

地的
:

数教练。以前，每年中国
#

地都能在美国举行的国际高中数学竞赛中获得第一，而前年
是中国澳门获得第一，

#

地第二，澳门数学教育界的期友都感到奇怪。在ＰＩＳＡ测试中，数
学素养方面，中国

#

地从第一降到了第六。在２１世纪初，国际数学教育界曾预言，２１世纪
的数学大国是中国，现在

*

有人再提这句话了，因
)

我们已沦
)

二流水平了。这个责任应
该由谁来负？
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)

“
:

数”正名》，《中小学数学（小学版）》２０１２年第６期。



有些家长把孩子送到美国读书，原以
):

数是中国教育的特色，後来才发现，
:

数是全
世界的，美国许多学校对

:

数的重视程度一点也不比中国差。中国不许学生学
:

数了，美国
乘
2

而入，抢了我们的教练，夺了我们的学生，成了
:

数冠军。我们难道一点都不心痛吗？
在中华人民共和国成立初期，我国的数学教育水准很落後，经过几代人的努力，才奇?

般地登上国际高峰，成
)

国际公认的数学大国，可在批评应试教育，批评
:

数的浪潮下，我
们辛辛苦苦建立起来的数学大

@

倒塌了。这种自我否定、自
A

长城的做法令人惋借，必须
及时醒悟，?取措施纠正错误。
２０１７年１２月，由我国培养的两位青年数学家恽之玮、张伟在美国获得美国科学大

=

一
一数学新视野

=

，轰动世界。这两位数学家都是通过中国的各级数学比赛成长起来的。恽
之玮在读小学时获得过华罗庚金杯赛一等

=

，读中学时曾获国际数学
:

林匹克金牌（满
分）；张伟上中学时由於在数学竞赛中取得了骄人的成绩，被保送到北京大学数学系。近来
有位教授

)

了贬低
:

数在网上公开
&:

数培养不出数学家，而这铁一般的事实就是对这位
教授观点的有力反驳。

三、理论缺失的主要原因
前面从八个方面分析了理论缺失的表现以及它们带来的负面影响，下面笔者将进一步

分析它们
'

生的原因，主要有如下五个方面。
（一）中国基础教育理论缺失的最大原因是照搬照套西方（主要是美国）的教

育理论
中国教育理论界历来崇洋，初学日本，後学美国，１９４９年後全面学苏联。改革开放後，

西方各种教育理论和教学模式不断盠入，翻开我国的教学论著作，介绍的全是外国的教学
理论。２０世纪八九十年代，教育界大力推行美国的发现教学法，探究教学法，近年来美国的
翻转课堂和走班制又流行起来，一些大学和教育研究机构不遗馀力地宣传、推行，一些教育
专家热衷於翻译国外的教育理论著作，把外国的教育理论搬进来，由此成名成家，所以有的
学者

&

，在中国是翻译家当教育家。
介绍和宣传外国教育理论是有益的，也是需要的，但不能用外国教育理论主宰中国的

教育，批判中国的教育，排斥中国传统教育的精华，也就是不能“喧宾夺主”、“反客
)

主”，
有位美国教育专家到中国来考察，看了中国的教育现状後感睵地

&

：“美国的教育确实不如
中国，但中国教育越来越像美国的了”，值得大家深思。

（二）违反教育的基本规律，缺乏教育的实证研究
前面列出的种种唱衰中国基础教育的论调，大都违反了教育的基本规律，缺乏教育的

实证研究。反对高考、取消高考、反对应试教育等论调，都违反了“考试是学生学习过程中
—２１—



的重要环节”这条教育规律。“高分低能论”，“中国学生基础知识扎实，但缺少想像力和创
造力＂，“中国学生计算能力第一，想像力倒数第一”等论调，都

*

有经过实证研究，仅是某些
教育专家的信口开河、以讹传讹。更可悲的是，一些所谓的“教育专家”以此作

)

权威论据，
给中国教育“开药方”。

中国教育界应该认真学习和应用教育的基本规律，敬畏教育规律。教育专家不能空谈
各种各样时髦的教育理念，不能

)

了语出惊人、追逐潮流而信口开河，必须谨言慎行，想一
想自己讲的话是否符合教育基本规律，是否对发展中国教育事业有利。

中国教育界要大力提倡教育实证研究，大兴调查研究之风，大兴教育实验之风。华东
范大学的袁振国教授大力推动教育实证研究的发展，在上海连续举办了三

(

全国教育实证
研究论坛，华东师范大学学报也出版了教育实证研究专刊。人民教育出版社的郭戈先生发
表了《

*

有科学的教育研究，就
*

有教育科学》一文，指出：“在当下，迫切需要教育研究者尤
其是教育理论工作者走出书斋，面向实践，深人学校和教学第一瞃，深入开展实验或试验。
坚持定性研究与定量研究相结合，改变以单一方法

)

主、以思辨方法
)

主、以描述概括
)

主
的现癋。瑏瑡”

（三）教育的许多奇谈怪论都源於形而上学的哲学观点
任何事物都有两面性，不能只

+

调一面，而忽视另一面。因此，也不能过分大中国教
育存在的问题，而对中国教育取得的成绩视而不见。

反对高考，反对考试就是大考试作用的消极面，掩盖考试作用的积极面，美国教育和
中国教育各有长处和短处，不能用美国教育的长处与中国教育的短处相比较，?以此否定
自己。有的人以偏概全，把个

.

现象当成普遍现象，当成科学结论，“高分低能论”就是一个
突出的例子。

中国教育理论界充斥著美国的教育理论，但现在是应该
+

调辨证唯物主义认识论的时
候了。传统中医的理论基础就是辨证论治，治病不能头痛医头，

B

痛医
B

，应该把人作
)

一
个整体来诊治。古代医药学家孙思邈

&

过，食物用之得当则养生，用之不当则伤人。这句
话的意思是要辨证地看待食物，食物可以养生，也可以伤人。同中医理论一样，中国传统教
育中也有辨证的思想，“恰到好处”就是中国古代哲学思想的最高境界，中国教育理论界应
认真学习研究中国的哲学辩证思想，以此作

)

观察和分析教育现象的哲学基础。

（四）缺乏民主、公正、
'

论的学术气氛
中国教育理论界缺少

6

论，大都是随大流，一边倒。２１世纪开始新课程改革後，有个
.

的专家在课改会上气势
CC

地
&

：“特级教师是最大的障碍，教研室是最大的堡垒。”这是因
)

特级教师和教研室的教研员於对新课改提出不同的意见。我特
.

佩服北京师范大学王
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*

有科学的教育研究，就
*

有教育科学》，《华东师范大学（教育科学版）》２０１７年第３期。



策三教授的勇气，他敢於对新课改
&

“不”，提出自己的看法瑏瑢，四川省社科院的查有梁先
生，也大胆地对新课改的功过是非进行了全面科学的分析瑏瑣。

由於种种原因，学术界缺乏
6

鸣的氛围，大都是一片沉默，面对教育理论界的种种唱衰
中国教育的奇谈怪论，

*

有人站出来
6

辨，在”围剿”衡水中学的浪潮中，
)

了弄清真相，我
两次去衡水中学考察和学习，亲眼看到的与有些媒体所宣传的衡水中学是高考工厂、靠加
班加点、残害学生的健康获取高升学率不同，他们的经验是“加

+

德育提高升学率，而活动
是德育的载体”，衡水中学不但开足全部国家课程，而且每盷还比

.

的高中多一节体育课，
保证学生每天８小时的睡眠和１小时的体育活动时间；在课外开展形式多样，

#

容丰富的
文体话动和社团活动，加

+

爱国主义教育，帮助学生树立远大理想，提高精气神。所以，我
在这所学校看了使人惊奇的现象，学生排队买饭时都在看书，走路时都是一路小跑，

)

的就
是

6

分夺秒地学习。这样能使８０％的毕业生考取２１１或９８５重点大学，不正是我们苦苦追
求的理想办学境界吗？这样一所好的高中

)

什
,

要受到围攻，遭受非议呢？我把自己的所
见所闻写成一篇文章《从“衡水中学

6

议”
&

开去》想要发表，几家杂?社都婉言拒
/

，?好
言相劝：你也是一位知名的教育专家了，何必去锳这个浑水呢？最後，这篇文章在《中小学
教材教学》杂?上发表了瑏瑤。

（五）媒体推波助澜的作用或袖手旁观的态度
许多奇谈怪论大都是通过各种媒体的宣传散播开来的，媒体宣传的威力很大。其中最

励害的管道是微信公
-

号和个人博客，它们传播资讯的速度极快，一时间就能形成铺天盖
地之势。有些媒体明知道奇谈怪论

*

有科学根据，会唱衰中国教育，可是他们担心锳浑水
*

有什
,

好处，而?取袖手旁观的态度，不敢刊登反驳的文章。在中国一般
6

论不起来，谁
+

势谁就
6

得了先机。由於
*

有反驳，
*

有
6

论，许多奇谈怪论越传越广，越传越凶。

四、解
(

理论缺失的对策
中国基础教育理论缺失的问题由来已久，散播甚广，影响很深。纠正这种潮流?非易

事，从理论缺失到理论自信，必须花大力气认真对待，从以下几方面?取对策。

（一）扫除“一切向西方看”的崇洋风气
我们不能把美国的教育理论奉

)

真理，照搬照套；不能用西方的教育理论指导中国的
教学改革。中国人应该从盲目自卑中醒来，从对西方教育理论的崇拜中突围出来。人民教
育家陶行知早在２０世纪３０年代就大声疾呼，不能照搬西方的教育理论；著名学者钱穆早
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瑏瑢

瑏瑣

瑏瑤

王策三：《应该尽力尽责总结经验教训一一评“十年课改超越成败与否的简单评价”》，《教育科学研究》２０１３年第６期。
查有粱：《十年课改的统计诠释》，《教育科学研究）２０１２年第１１期。
邱学华：《从“衡水中学

6

议”
&

开去》，《中小学教材教学》２０１５年第１０期。



已
&

过，中国教育最大的错误就是模仿西方；许多有识之士也纷纷指出，模仿西方会给中国
教育带来种种危害。可是，多少年过去了，模仿西方的错误依然

*

有停止，看来光在口头上
号召或建议收效甚微。中国人的崇洋思想根深蒂固，必须?取具体的措施，特

.

需要各级
教育行政部门和教育科研部门以及高等师范院校加

+

顶层设计，从源头抓起，而这个源头
就是培养教育理论人才的系统工程。

各类师范院校的教育理论专业在设置课程时，应该加
+

学习和研究中国传统文化和中
国传统教育思想，重视教育实践，动员和组织从事教育理论研究的专家和导师走出象牙塔，
深入教育第一瞃调查研究和考察学习。２０世纪６０年代我在华东师范大学教育系工作，当
时学校规定教育系的教师要分期分批到华东师范大学的附属中学和小学?职学习、锻炼，
我和叶澜都在附小工作过，国际上有些国家把教育专业作

)

第二学历，本科毕业生必须在
中小学工作几年後，才能到教育系深造，成

)

教育理论的专门人才。
参与各级教育科学规划课题研究和设计相关出版选题的人员，应该关注中国的教育研

究问题。各有关部门应提供资金支援：在选用教育理论方面的人才时，不能只看学历或海
外留学经历，还应该考虑其是否有在中小学教学的经历。总之要形成一种风气，鼓励大家
研究中国的教育问题，深入中小学进行教育实践。

（二）进一步发掘中华教育的优良传统，打造具有中国特色的教育理论体系，?
使其逐步走向世界

不破不立。扫除“一切向西方看”的崇洋风气，这是破；但是光破不行，还必须立，中国
教育理论必须走中国化的道路。具有中国特色的教育理论体系的源头在哪眧？其实最好
的东西，?不在西方，而在我们老祖宗留下的遗

'

眧，就是中华教育的优良传统。
远在殷周时代成书的《易经》，总结了从远古时期到周朝的人类生存智慧，是中国传统

文化的盓出代表，也是中华文明的源头，博大精深，包罗万象。其中的蒙卦第四指出：匪我
求童蒙，童蒙求我。意

)

师长不应该
+

迫孩子接受教育，而应该等待孩子来求教，翻译成现
代的话就是“不是要我学，而是我要学”。我们的祖先在原始的生命直觉指引下，提出“童蒙
求我”的观点，认

)

数育应当被置於受教育者之前，这在人类教育史上是非常了不起的创
造。这种“童蒙求我”的教育思想，被历代中国教育家所重视，?发扬光大。

孔子是春秋时期伟大的教育家，他的名言“不愤不
3

，不悱不发”。意
)

：不到学生想弄
明白，又弄不明白时，先不要告诉他是什

,

意思：不到学生想
&$&

不出来时，先不要告诉
他该如何表达。如今，孔子的教育思想已远播海外，闻名世界。

我们要重视这样一句话：“教学，教学，教学生自己学。”这句话
&

得透彻见底，通俗易
懂。《学记》是世界上第一本教学论著作，非常有意思的是，它不叫“教记”而叫“学记”，主
要论述了学生“学”的规律和方法，这

&

明重视自学是中国传统教育的精华所在。
继承和发扬中华教育的优良传统，是我们树立理论自信和教育自信的基石。我们应该

有计划有目标地开展对中华教育传统的研究，取其精华，去其糟粕，弄清楚中华传统教育精
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华的主要
#

容是什
,

，以及如何将其应用于现代教学中。这方面的研究工作已经有人做
了，?有了研究成果，比较突出的有朱永新的《中华教育思想研究》瑏瑥。

在数学教育方面，华东师范大学的张奠宙教授做了大量且极其重要的工作，他组织编
写了《中国数学双基教学》和《数学教育的“中国道路”》。特

.

要
&

明的是，在後一本书眧，
他总结归纳出具有中国特色的数学教育的六个特徵：教学导入、尝试教学、师班互动、变式
练习、提炼数学思想方法以及正在发展

)

“四基”的“双基”教学瑏瑦。

（三）重视总结和推广教育改革中的成功经验
前面谈到，从理论缺失到理论自信，关键在於构建具有中国特色的教育理论体系。这

个体系的源头有两个，一个是中华教育优良传统中的精华，另一个是教学改革中的成功经验。
实践是检验真理的唯一标准，教育实践是教育理论的源泉。教育改革中盠现出许多优

秀人物，创造出许多成功的经验，这是中国教育的宝贵财富，是中国特色教育理论的鲜活材
料，我们必须认真提炼、总结，?及时推广应用。顾明远先生指出：“随著教育改革的不断深
入，我国教坛盠现出一批优秀教师。他们在自己的工作岗位上勇於创新，刻苦钻研，不断学
习，紧跟时代的步伐，具有先进的教育理念，熟稔的教育技能，创造了具有中国特色的优秀
的教育经验，丰富了教育研究的理论宝库。瑏瑧”

在这方面，以中国教育报刊社张新洲先生
)

主导的团队做了大量有益的工作，他们编
辑出版了“中国当代著名教学流派”丛书，先後推出了１７本，其中有《于漪与语文教育》、
《顾冷沅与青浦经验》、《蔡林森与洋思经验》等。後来又编辑出版了“教育家成长”丛书，先
後推出了４５本，其中有《李吉林与情境教育》、《邱学华与尝试教育人生》、《张文茂与责任
教育》、《魏书生与民主教育》等。由袁振国教授策划的“中国当代教育家”丛书，先後推出
了１６本，其中有《刘彭芝：人生

)

一大事来》、《李镇西：与青春同行》，《李烈：给生命上爱
的底色》等。可贵的是，这些书的作者都是战在教育第一瞃的基础教育界的精英，他们有
各具特色的教育理论和实践经验，

)

中国基础教育理论提供来源。
在教育理论界我最敬佩三个人：一个是中国教育学会副会长朱永新先生，２０多年来，他

深入中小学教学第一瞃，推进新教育实验，现在身居高位，仍不放?：一位是我的同学华东
师范大学的终身教授叶澜先生，她不但有很高的理论造诣和学术地位，而且义无反顾地走
进中小学开展新基础教育实验，现在她年事已高，

$

仍在坚持；还有一位是中国教育学会副
会长，原西南师范大学校长宋乃庆教授，他身居要职

$

几十年如一日，深入小学课堂，热衷
教育研究，还主持编写了西南师范大学版小学数学教科书。关於他们的事例我还可以举出
很多，我相信具有中国特色的教育理论体系定能构建成功，中国教育人一定会走出自己的
道路。
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瑏瑥

瑏瑦

瑏瑧

朱永新著：《中华教育思想研究》，江苏教育出版社１９９３年版。
张奠宙，于波著：《数学教育的“中国道路”》，上海教育出版社２０１３年版。
顾明远：《

)

中国当代著名教学流派丛书作的序》，《邱学华与尝试教育》，国际文化出版公司２００３年版，第２页。



（四）加
"

同世界各国的教育文化交流，在国际教育界
'

取话语权
习近平主席提出的“人类命运共同体”已受到越来越多的国家硈赏和支持，已有几十个

国家认可和回应“一带一路”倡议。这是来自中国的声音，是中国国际地位不断提升的标
?，值得每个中国人自豪。

现在许多国家派人到中国来学习基础教育的经验，如果我们告诉人家：中国的教育已
到“癌症晚期”、“救救中国教育、

:

数危害甚于
?

赌毒……”人家肯定会被吓跑。现在互联
网的资讯传播速度非常快，一秒钟就能传遍全世界。这些唱衰中国教育的奇谈怪论，在外
国都能看到，一些美国、加拿大的朋友经常问我：中国的高考和应试教育真有哪

,

可怕吗？
中国的教育?不是完美的，有的问题还比较严重．但不能信口开河，用战

6

式的语言开
%

，应该有事
&

事，实事求是地分析研究。前面的大量事实已
&

明，中国基础教育的成绩斐
然，举世瞩目。每位教育理论工作者都应该用真诚的眼光和爱护之心来看待中国基础教育
面对的问题，?进一步通过自己的努力去解

!

问题。
中国的基础教育想要在国际上受到尊重，就要先尊重自己，把自己的事情做好，总结提

炼教改的成功经验，积极扶持推广教改经验，树立自己本土的教育名家形象和教改成功案
例，推出具有中国特色的教育理论。这些就是中国教育的实力，有了实力才能在国际教育
界

6

得话语权。
除此之外，我们还应建立对外宣传的专业队伍。组织翻译力量把中国的教育著作、教

学理论、教改经验、典型人物事例翻译成外国的语言文字，?要创造条件在国外出版发行，
我们要有自己的外文国际教育期刊，建立国际交流的平台。以前我们大都是将外国理论
“请进来”，把外国的教育理论和经验翻译成中文，在中国传播；现在应该重点抓“走出去”，
把中国的教育理论和经验翻译成外文，传播到国外，让世界知道中国的经验和中国的声音。

我认
)

中国有两件宝贝应该先走出国门：一件是国学，另一件是数学教育。国学是中
国传统文化的代表，现在世界各地开设的孔子学院就是证明。中国的中小学数学教育是世
界领先的，已得到世界的公认，世界各国中小学数学学科的课程体系、教材编排和使用的数
学符号大致相同，是可以互通的。目前，英国率先引进了上海的小学数学课本，这只是开
始，以後还会有其他国家，特

.

是第三世界国家会对中国的教材和教育经验有更多的需求，
我们必须早作准备。

中国人民在党的十九大精神指引下，意气风发，豪情满怀。中国教育理论界的同仁要
坚定道路自信、理论自信、制度自信、文化自信，更要做到教育自信，努力构建具有中国特色
的教育理论体系，

)

中国和世界的教育事业发展作出贡献！
（转载自：《中国教育科学》第一卷第２期（２０１８年１１月）Ｐ３ － １６）

作者简介：邱学华，常州大学尝试教科学研究院院长，主要研究小学数学教育理论和尝
试教育理论。
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在数学教学中使用漫画：来自新加坡的经验

澳门大学教育学院 江春莲

２０１８年１０月１３日，澳门数学教育研究学会和澳门大学教育学院联合举办了“在数学
教学中使用漫画：来自新加坡的经验”的讲座，讲者是新加坡南洋理工大学国立教育学院数
学与数学教育系卓镇南副教授。

讲座分七个部分：背景介绍、在教育中利用漫画的力量、新加坡漫画研究专案及其得到
的一些经验、後续的计画、对使用漫画的批评和总结。

１、背景介绍
虽然新加坡学生在国际数学和科学研究的趋势（Ｔｒｅｎｄｓ ｉｎ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ

Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｓｔｕｄｙ，简写
)

ＴＩＭＳＳ）和国际学生能力评量（Ｐｒｏｇｒａｍｍｅ ｆｏｒ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｔｕｄｅｎｔ
Ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ，简写

)

ＰＩＳＡ）等国际比较研究专案中表现优?，但仍然有很多学生学不好数学
（和科学）。

这类学生的学习需求引起了各方的广泛关注，其中包括：新加坡教育部、学校教师和作
)

新加坡唯一的教师培训机构新加坡国立教育学院的研究者等。他们使用了如下一些方
法帮助这些学生：（１）加

+

课堂管理：如给学生设定较高的期望，帮助老师处理课堂上的违
纪行

)

，特
.

是那些顽皮的学生；（２）运用教育心理学的理论，提高学生的学习动机，努力提
高学生在学业方面的自我概念等；（３）运用一般教育学理论，

+

调合作学习、有区
.

的教学、
元认知策略等；（４）运用数学教育的理论，帮助老师如何更好地讲授一个概念，如何有效地
让学生参与有意义的数学学习活动，在数学教学中使用探究性的学习任务，?置高质量的
数学作业等。当然这些方法多少有一些作用，但效果不是很明显。学生仍然不明白

)

什
,

要学校那
,

枯燥的数学，也看不到数学在现在和未来生活和工作中的作用，更看不到数学
的美丽，更

.&

喜欢数学了。
鉴於上述原因，卓教授想到了自己喜欢的漫画！

２、在教育中利用漫画的力量
漫画指的是通过视觉图像或图像序列来传达资讯或想法的任何媒介，通常是卡通形

象。漫画对学龄儿童非常有吸引力，因
)

漫画给读者创造了幽默，带来了笑声（Ｔｏｈ，
Ｃｈｅｎｇ，Ｊｉａｎｇ ＆ Ｌｉｍ，２０１６；Ｔｏｈ，Ｃｈｅｎｇ，Ｈｏ，Ｊｉａｎｇ ＆ Ｌｉｍ，２０１７）。但从传统意义上来

&

，漫
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画被视
)

“学校的敌人”。管如此，喜欢漫画的教育者已经开始利用漫画的力量来促进学
生的学习，因

)

幽默是一种非常“
+

大”的知识保留工具。不仅如此，漫画实际上提供了另
外一种看待抽象数学概念的方式（Ｔｏｈ，２００９）。

漫画：成比例长大。

漫画：
D

物瞃。

３、新加坡的漫画研究专案：专对数学低表现的学生
新加坡的初中学生是分流的，不同流向的学生学习不同水准的数学。中学学习快捷类

课程的学生约占６２ － ６５％，普通（学术）类的约占２５％，他们的课程比快捷类稍慢，普通
（技能）类约占１２％，他们的数学要求较低。
２０１３年，卓教授对教授普通（技能）类数学课程教师的做了一个调查，调查表明这些中

学生在数学学习方面既有认知方面的困难，也有情感方面的困难。认知困难有：读写能力
低下、小学数学基础较差、太多步骤时易出现混乱、不能理解抽象的数学概念、

*

有足
4

的
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例子来理解概念、错误概念常常未得到澄清，以致积累太多无法前行。情感方面的因素有：
缺乏自信，

*

有成就感，因持久的失败带来的挫败感，面对挫折时，缺乏忍受力等（Ｔｏｈ ＆
Ｌｕｉ，２０１４）。这些老师试图运用适当的教学方法以满足学生的学习需求、使数学与学生的
生活相关联等以提升学生学习动机和自我效能感，可是收效甚微。

提倡角色扮演讲故事的教学方式
Ｌａｌｌｂｅｅｈａｒｒｙ和Ｎａｒｏｄ（２０１４）报告了在化学教学中使用漫画取得的一些积极成果，如师

生之间、学生与学生之间的课堂互动变得更多，学生的学习兴趣变得更高，学生在课堂上
的参与度得到提升。鉴於此，卓教授?用了一种完全不同的教学方式，让学生在课堂上扮
演漫画中的角色，用讲故事的方式来进行学习，这样学生可以自始至终深深参与其中，这是
对传统教学的一种极大突破。

)

此，卓教授的团队研发了初中低年级数学课程中５个主题（包括百分比、统计学Ｉ、统
计学ＩＩ、概率和数学应用）的漫画，这些漫画

#

容包括练习题、活动、让学生发展高阶思考能
力的任务等，部分

#

容可以在网站ｈｔｔｐ：／ ／ ｍａｔｈ． ｎｉｅ． ｅｄｕ． ｓｇ ／ ｍａｇｉｃａｌ上看到。他们也给教师
提供完整的课程纲要，

&

明如何在课程各个不同的部分运用讲故事的教学方式。课堂以老
师给学生“讲”故事开始，课堂要学生的数学概念包含在故事情境之中，通过对情境问题探
讨学习新

#

容。练习问题则可以从同样的情境问题逐步地过渡到不同情境的问题、典型的
考试问题和高阶思考能力的问题。

研究的第一轮是在３所学校的普通（技能）类的初一年级开始实施，一年後，卓教授和
他的团队对漫画教学材料进行了修订。根据教师的初步回馈，学生在漫画课上的参与度更
高，通常容易出现的课堂管理问题也

E

少了；学生能用漫画情境“讨论数学”；与传统的教学
方法相比，学生在使用漫画教学的主题中的表现更好。

教师在使用漫画进行教学的过程中，可以依据教学需要对教学纲要进行改编调整，教
师使用角色扮演，让学生通过大声朗读、质疑对方等方式参与到数学对话的共同建构之中。
有教师甚至?用了英语语言学习的完形填空的方法，让学生自创数学漫画，这是很重要的
２１世纪的数学素养（Ｔｏｈ ｅｔ ａｌ． ２０１７）。

研究过程中，我们碰到一些有
9

读障碍学生，漫画提供的较多的视觉瞃索，极大地帮助
该学生解读相关资讯。与典型的数学文字题相比，漫画中呈现的资讯是整合的、不是那

,

冗长，从而使得
9

读更有兴趣，?且愿意
9

读，甚至反复
9

读多遍，进而逐步地掌握了相关
数学主题的技能。

４、後续的计画
在２０１７ － １８学年度，我们已将研究的范围从３所扩大到了１１所学校的普通（技能）类

学生，我们正将全部研究拓展到普通（学术）类学生和快捷类的学生，当然，这就需要调整课
程

#

容，以满足不同学术倾向学生的需求。
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５、批评与回应
前面我们提到过，漫画被视

)

“学校的敌人”，
)

什
,

呢？因
)

人们常常认
)

漫画
9

读
会把学生变成被动的学习者，致使他们的学习偏离了主要的课程

#

容。但我们的角色扮演
的方式让他们变成积极主动的学习者！也有人认

)

漫画会稀释一些数学
#

容，过度依赖漫
画可能会导致学生不愿意

9

读“真实”的文本
#

容，但我们层层递进的课程
#

容设计，
$)

学生需要达到的程度提供了保障！

６、总结
卓教授的团队才开始在这方面进行初步实验，但实验的效果

$

是很鼓舞人心的，所以
希望有更多的人可以一起来试用类似的方法帮助那些学数学有困难的学生。

〔盰〕本文是澳门大学教育学院江春莲助理教授根据新加坡南洋理工大学国立教育学
院数学与数学教育系卓镇南副教授的专题讲座整理而成的推介文章。
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数学竞赛中的不等式应用

澳门数学教育研究学会常务理事、秘书长
华东师范大学教育科学院博士

澳门镜平中学教师
邓海棠

排序不等式ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｘｚ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２是高中数学竞赛大纲、新课标要求的基本不等式．
它的一般形式是：

设有两组数ａ１，ａ２，…，ａｎ及ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ
满足ａ１  ａ２ … ａｎ，ｂ１  ｂ２ … ｂｎ，
则有ａ１ｂｎ ＋ ａ２ｂｎ－１ ＋…＋ ａｎｂ１  ａ１ｂｔ１ ＋ ａ２ｂｔ２ ＋…＋ ａｎｂｔ ｎ  ａ１ｂ１ ＋ ａ２ｂ２ ＋…＋ ａｎｂｎ，
式中：ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ是１，２，…，ｎ的任意一个排列，
当且仅当ａ１ ＝ ａ２ ＝…＝ ａｎ，ｂ１ ＝ ｂ２ ＝…＝ ｂｎ时等号成立．
排序不等式常用於与顺序无关的一组数乘积的关．
使用时可以先令ａ１ ａ２… ａｎ确定大小关．通常会构造一组数，使其与原数构成

乘积关，适用於分式、乘积式尤其是轮
F

不等式的证明．
排序不等式也可简记

)

：反序和乱序和同序和．
它可以推导出很多有名的不等式，例如：算术几何平均不等式（简称算几不等式），切比

雪夫总和不等式和柯西不等式等等，如下述所列：
１． 算几不等式：１． ｘｙ ｘ

２ ＋ ｙ２

２ ；ｘｙｚ ｘ
３ ＋ ｙ３ ＋ ｚ３

３ ；

２．
ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎ

ｎ 
ａ２１ ＋ ａ

２
２ ＋…＋ ａ２ｎ槡 ｎ ．

２． 车比雪夫（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ）总和不等式：若ａ１  ａ２ … ａｎ，ｂ１  ｂ２ … ｂｎ，
则ａ１ｂｎ ＋ ａ２ｂｎ－１ ＋…＋ ａｎｂ１  １ｎ（ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎ）（ｂ１ ＋ ｂ２ ＋…＋ ｂｎ），
当且仅当ａ１ ＝ ａ２ ＝…＝ ａｎ，ｂ１ ＝ ｂ２ ＝…＝ ｂｎ时，等式成立．

３． 柯西（Ｃａｕｃｈｙ）不等式：∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂ( )ｉ

２  ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ( )２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ( )２ 当且仅当ａｉｂｉ ＝ λ（常数）时等

号成立．
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问题引入
问题１． 设ａ、ｂ、ｃ

)

任意正数，求 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ
ａ ＋ ｂ的最小值．

问题２． 设ａ、ｂ、ｃ
)

任意正数．证明： ａ
２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ２

ｃ ＋ ａ ＋
ｃ２

ａ ＋ ｂ
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ
２ ．

问题３． 设ａ、ｂ、ｃ
)

正数，求盵：ａ
２００９

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ２００９

ｃ ＋ ａ ＋
ｃ２００９

ａ ＋ ｂ
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

２００８（２００９年全澳
校际高中数学比赛第二试的第４题）．

问题推广
先对上述三个题目作一个一般性的命题归纳如下．
命题：设ａ、ｂ、ｃ

)

正数，ｎ
)

正整数，则ａｎ

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂｎ

ｃ ＋ ａ ＋
ｃｎ

ａ ＋ ｂ
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

ｎ－１

．

命题推证
对上述归纳的命题，可以用数学归纳法对之证明如下：
（１）当ｎ ＝ １时，要证的不等式关於ａ、ｂ、ｃ对称，不妨设ａ ｂ ｃ，
於是ａ ＋ ｂ ａ ＋ ｃ ｂ ＋ ｃ，
所以 １

ｂ ＋ ｃ
１
ｃ ＋ ａ

１
ａ ＋ ｂ．

由车比雪夫（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ）不等式：若ａ１  ａ２ … ａｎ，ｂ１  ｂ２ … ｂｎ，
则ａ１ｂｎ ＋ ａ２ｂｎ－１ ＋…＋ ａｎｂ１  １ｎ（ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎ）（ｂ１ ＋ ｂ２ ＋…＋ ｂｎ）．
当且仅当，或ａ１ ＝ ａ２ ＝…＝ ａｎ，ｂ１ ＝ ｂ２ ＝…＝ ｂｎ时，等式成立．得

ａ
ｂ ＋ ｃ（ｂ ＋ ｃ）＋

ｂ
ｃ ＋ ａ（ｃ ＋ ａ）＋

ｃ
ａ ＋ ｂ（ａ ＋ ｂ）

ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ( )ａ ＋ ｂ
（ｂ ＋ ｃ ＋ ａ ＋ ｃ ＋ ａ ＋ ｂ）

即ａ ＋ ｂ ＋ ｃ １３
ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ( )ａ ＋ ｂ
２（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）

所以 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ
ａ ＋ ｂ

３
２ ．

（２）假设当ｎ ＝ ｋ（ｋ∈ Ｎ，ｋ １）时命题成立，
即有ａｋ

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂｋ

ｃ ＋ ａ ＋
ｃｋ

ａ ＋ ｂ
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

ｋ－１

．
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那
,

当ｎ ＝ ｋ ＋ １时，仍不妨设ａ ｂ ｃ，则有ａｋ

ｂ ＋ ｃ
ｂｋ

ｃ ＋ ａ
ｃｋ

ａ ＋ ｂ．

由车比雪夫（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ）不等式以及归纳假设，可得
ａｋ＋１

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂｋ＋１

ｃ ＋ ａ ＋
ｃｋ＋１

ａ ＋ ｂ ＝
ａｋ

ｂ ＋ ｃ·ａ ＋
ｂｋ

ｃ ＋ ａ·ｂ ＋
ｃｋ

ａ ＋ ｂ·ｃ

 ａｋ

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂｋ

ｃ ＋ ａ ＋
ｃｋ( )ａ ＋ ｂ

（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ） １３
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

ｋ－[ ]１ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）＝ ３２ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

ｋ

．

这
&

明当ｎ ＝ ｋ ＋ １时，命题也成立．
综上，对正数ａ、ｂ、ｃ及正整数ｎ，总有ａｎ

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂｎ

ｃ ＋ ａ ＋
ｃｎ

ａ ＋ ｂ
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

ｎ－１

．

问题解答
由命题知，当ｎ ＝ １时，得 ａ

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ
ａ ＋ ｂ

３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

０

＝ ３２，即问题１所要

求的最小值
)

３
２；

当ｎ ＝ ２时，得ａ２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ２

ｃ ＋ ａ ＋
ｃ２

ａ ＋ ｂ
３
２
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ( )３

＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ２ ，问题２得证；
当ｎ ＝ ２００９时，就成

)

２００９年全澳校际高中数学比赛第二试的第４题的题目，即问题
３的情癋了．

问题延伸
对於问题引入中的
问题２． 设ａ、ｂ、ｃ

)

任意正数．证明： ａ
２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ２

ｃ ＋ ａ ＋
ｃ２

ａ ＋ ｂ
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ
２ ． 　 　 　 ①

也可以另外证明如下：
证明：由对称性，不妨设ａ ｂ ｃ，则ａ２  ｂ２  ｃ２，得 １

ｂ ＋ ｃ
１
ｃ ＋ ａ

１
ａ ＋ ｂ，

可知①式左边)

同序和，记
)

Ｓ，
由排序不等式得Ｓ ｂ２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｃ２

ｃ ＋ ａ ＋
ａ２

ａ ＋ ｂ，　 　 　 ②

和 Ｓ ｃ２

ｂ ＋ ｃ ＋
ａ２

ｃ ＋ ａ ＋
ｂ２

ａ ＋ ｂ，　 　 　 ③

两式相加得２Ｓ ｂ
２ ＋ ｃ２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｃ２ ＋ ａ２

ｃ ＋ ａ ＋
ａ２ ＋ ｂ２

ａ ＋ ｂ ，
)

得到①式右边的结果，注意到２（ｂ２ ＋ ｃ２）（ｂ ＋ ｃ）２，
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即　 　 ｂ
２ ＋ ｃ２

ｂ ＋ ｃ 
１
２（ｂ ＋ ｃ），

同理： ｃ２ ＋ ａ２

ｃ ＋ ａ 
１
２（ｃ ＋ ａ），

ａ２ ＋ ｂ２

ａ ＋ ｂ 
１
２（ａ ＋ ｂ），

於是：２Ｓ １２（ｂ ＋ ｃ）＋
１
２（ａ ＋ ｃ）＋

１
２（ａ ＋ ｂ）＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，

所以：Ｓ １２（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ），

即ａ２

ｂ ＋ ｃ ＋
ｂ２

ｃ ＋ ａ ＋
ｃ２

ａ ＋ ｂ
ａ ＋ ｂ ＋ ｃ
２ ，从而得证．

问题回归
但是，这个题目运用基本不等式，也可以另外证明如下：
证明：∵ ［（ｂ ＋ ｃ）＋ （ｃ ＋ ａ）＋ （ａ ＋ ｂ）］· １

ｂ ＋ ｃ ＋
１
ｃ ＋ ａ ＋

１( )ａ ＋ ｂ
（１ ＋ １ ＋ １）２ ＝ ９．

∴ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ） １
ｂ ＋ ｃ ＋

１
ｃ ＋ ａ ＋

１( )ａ ＋ ｂ
 ９２ ．

即ａ ＋ ｂ ＋ ｃｂ ＋ ｃ ＋ ａ ＋ ｂ ＋ ｃｃ ＋ ａ ＋ ａ ＋ ｂ ＋ ｃａ ＋ ｂ  ９２ ．

得１ ＋ ａ( )ｂ ＋ ｃ
＋ １ ＋ ｂ( )ｃ ＋ ａ

＋ １ ＋ ｃ( )ａ ＋ ｂ
 ９２，

得 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

ｃ
ａ ＋ ｂ

３
２ ．

问题拓广
『注』上述问题回归中的这个不等式可以推广

)

：
设ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ且令Ｓ ＝ ｘ１ ＋ ｘ２ ＋…＋ ｘｎ，
则有 ｘ１

Ｓ － ｘ１
＋
ｘ２
Ｓ － ｘ２

＋
ｘ３
Ｓ － ｘ３

＋…＋ ｘｎ
Ｓ － ｘｎ

 ｎ
ｎ － １，

当且仅当ｘ１ ＝ ｘ２ ＝…＝ ｘｎ时取得等号成立．
对於这个推广的证明如下：
证明： ｘ１

Ｓ － ｘ１
＋
ｘ２
Ｓ － ｘ２

＋
ｘ３
Ｓ － ｘ３

＋…＋ ｘｎ
Ｓ － ｘｎ

＝
Ｓ － （Ｓ － ｘ１）
Ｓ － ｘ１

＋
Ｓ － （Ｓ － ｘ２）
Ｓ － ｘ２

＋
Ｓ － （Ｓ － ｘ３）
Ｓ － ｘ３

＋…＋ Ｓ － （Ｓ － ｘｎ）Ｓ － ｘｎ

—６２—



＝ Ｓ １
Ｓ － ｘ１

＋ １
Ｓ － ｘ２

＋ １
Ｓ － ｘ３

＋…＋ １
Ｓ － ｘ( )

ｎ

－ ｎ

＝ １
ｎ － １［（Ｓ － ｘ１）＋ （Ｓ － ｘ２）＋…＋ （Ｓ － ｘｎ）］

１
Ｓ － ｘ１

＋ １
Ｓ － ｘ２

＋…＋ １
Ｓ － ｘ( )

ｎ

－ ｎ

 １
ｎ － １ｎ

２ － ｎ（根据柯西不等式可得）

＝ ｎ
ｎ － １ ．

当且仅当（Ｓ － ｘ１）（Ｓ － ｘ２）…（Ｓ － ｘｎ）＝ １
Ｓ － ｘ１

 １
Ｓ － ｘ２

… １
Ｓ － ｘｎ

，

也即Ｓ － ｘ１１
Ｓ － ｘ１

＝
Ｓ － ｘ２
１

Ｓ － ｘ２

＝…＝
Ｓ － ｘｎ
１

Ｓ － ｘｎ
得Ｓ － ｘ１ ＝ Ｓ － ｘ２ ＝…＝ Ｓ － ｘｎ．
即ｘ１ ＝ ｘ２ ＝…＝ ｘｎ时取得等号成立．

结论应用
练习题１． 如果ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ １，求３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １的最大值．
这是一道非常好的题目，能

4

充分应用上述的结论来求解．
解法１：利用“ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２  ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｘｚ”这个知识点求解如下：
令ｘ ＝ ３ａ ＋槡 １，ｙ ＝ ３ｂ ＋槡 １，ｚ ＝ ３ｃ ＋槡 １，ｔ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ，
则ｔ２ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＋ ２ｘｙ ＋ ２ｙｚ ＋ ２ｘｚ ３（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２）＝ １８，
所以ｔ 槡３ ２，当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １３ 时，等号成立．

解法２：利用“ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎｎ 
ａ２１ ＋ ａ

２
２ ＋…＋ ａ２ｎ槡 ｎ ”这个知识点求解如下：

得 ３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １
３  （３ａ ＋ １）＋（３ｂ ＋ １）＋（３ｃ ＋ １）槡 ３

＝ ３（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）＋ ３槡 ３ ＝槡２，

所以３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １  槡３ ２，当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １３ 时，等号成立．

解法３：取Ｃａｕｃｈｙ不等式“∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｂ( )ｉ

２  ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ( )２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ( )２ 当且仅当ａｉｂｉ ＝ λ（常数）时等

号成立”的三元式，得
—７２—



３ａ ＋槡 １·１ ＋ ３ｂ ＋槡 １·１ ＋ ３ｃ ＋槡 １·( )１
２ ［（３ａ ＋ １）＋（３ｂ ＋ １）＋（３ｃ ＋ １）］·（１２ ＋

１２ ＋ １２）＝ ６ × ３ ＝ １８，
所以３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １  槡３ ２，当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １３ 时，等号成立．

解法４：由均值不等式：ｘｙ ｘ
２ ＋ ｙ２

２ ，

得３ａ ＋槡 １ ＝ ３ａ ＋槡 １·槡２
槡２

 １

槡２
（３ａ ＋ １）＋ ２

２ ＝ ３ａ ＋ ３

槡２ ２
，

同理可得： ３ｂ ＋槡 １  ３ｂ ＋ ３

槡２ ２
， ３ｃ ＋槡 １  ３ｃ ＋ ３

槡２ ２
，

三式相加得 ３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １  ３（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）＋ ９
槡２ ２

＝ 槡３ ２，

当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １３ 时，等号成立．

解法５：根据平面向量数量积的性质：→ｍｎ → →ｍ ｎ ，
构造向量→ｍ ＝ ３ａ ＋槡 １， ３ｂ ＋槡 １， ３ｃ ＋槡( )１ ，→ｎ ＝ （１，１，１），
得３ａ ＋槡 １·１ ＋ ３ｂ ＋槡 １·１ ＋ ３ｃ ＋槡 １·１  （３ａ － ＋ １）＋ （３ｂ ＋ １）＋ （３ｃ ＋ １槡 ）·

（１２ ＋ １２ ＋ １２槡 ）＝ 槡１８，
所以３ａ ＋槡 １ ＋ ３ｂ ＋槡 １ ＋ ３ｃ ＋槡 １  槡３ ２，当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １３ 时，等号成立．

练习题２． 设ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ是实数，使得ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＋ ｅ ＝ ８且ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ＋ ｅ２ ＝
１６，求ｅ的最大值．

解：由ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＋ ｅ ＝ ８得ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＝ ８ － ｅ． ①
由ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ＋ ｅ２ ＝ １６得ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ＝ １６ － ｅ２ ． ②

运用柯西不等式得（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ）２ （１ ＋ １ ＋ １ ＋ １）（ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２），
即（８ － ｅ）２  ４（１６ － ｅ２），
解之得０  ｅ １６５ ．

当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ ｄ ＝ ８ － １６( )５ ÷ ４ ＝
６
５ 时ｅ有最大值)

１６
５ ．

练习题３． 求证ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ若都是正整数，则 ａ
ｂ ＋ ２ｃ ＋ ３ｄ ＋ ４ｅ ＋

ｂ
ｃ ＋ ２ｄ ＋ ３ｅ ＋ ４ａ ＋

—８２—



ｃ
ｄ ＋ ２ｅ ＋ ３ａ ＋ ４ｂ ＋

ｄ
ｅ ＋ ２ａ ＋ ３ｂ ＋ ４ｃ ＋

ｅ
ａ ＋ ２ｂ ＋ ３ｃ ＋ ４ｄ

１
２ ．

证明：由柯西不等式得到当ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５；ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５都是正实数时，
有∑

５

ｉ ＝ １
ｘ( )ｉ

２  ∑
５

ｉ ＝ １
ｘｉｙ( )ｉ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｘｉ
ｙ( )
ｉ

．

现在设（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５）＝ （ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ）及（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５）＝ （ｂ ＋ ２ｃ ＋ ３ｄ ＋ ４ｅ，ｃ ＋ ２ｄ
＋ ３ｅ ＋ ４ａ，ｄ ＋ ２ｅ ＋ ３ａ ＋ ４ｂ，ｅ ＋ ２ａ ＋ ３ｂ ＋ ４ｃ，ａ ＋ ２ｂ ＋ ３ｃ ＋ ４ｄ）设Ａ ＝ ａ

ｂ ＋ ２ｃ ＋ ３ｄ ＋ ４ｅ ＋

ｂ
ｃ ＋ ２ｄ ＋ ３ｅ ＋ ４ａ ＋

ｃ
ｄ ＋ ２ｅ ＋ ３ａ ＋ ４ｂ ＋

ｄ
ｅ ＋ ２ａ ＋ ３ｂ ＋ ４ｃ ＋

ｅ
ａ ＋ ２ｂ ＋ ３ｃ ＋ ４ｄ，

则由上式所示，得Ａ × ５（ａｂ ＋ ａｃ ＋ ａｄ ＋ ａｅ ＋ ｂｃ ＋ ｂｄ ＋ ｂｅ ＋ ｃｄ ＋ ｃｅ ＋ ｄｅ）（ａ ＋ ｂ ＋
ｃ ＋ ｄ ＋ ｅ）２，

∴ Ａ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＋ ｅ）２
５（ａｂ ＋ ａｃ ＋ ａｄ ＋ ａｅ ＋ ｂｃ ＋ ｂｄ ＋ ｂｅ ＋ ｃｄ ＋ ｃｅ ＋ ｄｅ）．

但是，由（ａ － ｂ）２ ＋ （ａ － ｃ）２ ＋ （ａ － ｄ）２ ＋ （ａ － ｅ）２ ＋ （ｂ － ｃ）２ ＋ （ｂ － ｄ）２ ＋ （ｂ － ｅ）２

＋ （ｃ － ｄ）２ ＋ （ｃ － ｅ）２ ＋ （ｄ － ｅ）２  ０得ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ ＋ ｅ２  １２（ａｂ ＋ ａｃ ＋ ａｄ ＋ ａｅ ＋ ｂｃ
＋ ｂｄ ＋ ｂｅ ＋ ｃｄ ＋ ｃｅ ＋ ｄｅ）．
∴ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＋ ｄ ＋ ｅ）２  ５２（ａｂ ＋ ａｃ ＋ ａｄ ＋ ａｅ ＋ ｂｃ ＋ ｂｄ ＋ ｂｅ ＋ ｃｄ ＋ ｃｅ ＋ ｄｅ）．

得Ａ １２，命题得证．
练习题４． （１）若ａ，ｂ，ｃ是正数，且ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ １，

试证明ａ ＋ １( )ａ
２

＋ ｂ ＋ １( )ｂ
２

＋ ｃ ＋ １( )ｃ
２

 １００３ ．

（２）若ａ１，ａ２，…，ａｎ是正数，且ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎ ＝ １，
试求ａ１ ＋

１
ａ( )
１

２

＋ ａ２ ＋
１
ａ( )
２

２

＋…＋ ａｎ ＋ １ａ( )
ｎ

２的最小值．
解：（１）证明：由已知ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ １，及柯西不等式，
得 ａ ＋ １( )ａ

２

＋ ｂ ＋ １( )ｂ
２

＋ ｃ ＋ １( )ｃ[ ]
２ （１２ ＋ １２ ＋ １２）

 ａ ＋ １ａ ＋ ｂ ＋
１
ｂ ＋ ｃ ＋

１( )ｃ
２

＝ １ ＋ １ａ ＋
１
ｂ ＋

１( )ｃ
２；

又根据 １
ａ ＋

１
ｂ ＋

１( )ｃ ＝ １
ａ ＋

１
ｂ ＋

１( )ｃ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）（１ ＋ １ ＋ １）２ ＝ ９，

从而ａ ＋ １( )ａ
２

＋ ｂ ＋ １( )ｂ
２

＋ ｃ ＋ １( )ｃ
２


１ ＋ １ａ ＋

１
ｂ ＋

１( )ｃ
２

３ （１ ＋ ９）
２

３ ＝ １００３ ．

—９２—



（２）解：由已知ａ１ ＋ ａ２ ＋…＋ ａｎ ＝ １，及柯西不等式，
得∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ＋

１
ａ( )
ｉ

２·∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１）２  ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ＋

１
ａ( )[ ]
ｉ

２

＝ １ ＋∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ａ( )
ｉ

２，

又∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ａ( )
ｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ａ( )
ｉ

·∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａ( )ｉ  ｎ２，

所以∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ＋

１
ａ( )
ｉ

２·ｎ １ ＋∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ａ( )
ｉ

２

得∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ＋

１
ａ( )
ｉ

２


１ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ａ( )
ｉ

２

ｎ （１ ＋ ｎ
２）２

ｎ ，
当且仅当ａ１ ＝ ａ２ ＝…＝ ａｎ时，等号成立，
故ａ１ ＋

１
ａ( )
１

２

＋ ａ２ ＋
１
ａ( )
２

２

＋…＋ ａｎ ＋ １ａ( )
ｎ

２的最小值
)

（１ ＋ ｎ２）２
ｎ ．

练习题５． 设ａ，ｂ，ｃ是正数，试证 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

４ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

９ｃ
ａ ＋ ｂ ＞ ４．

证明：令ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ Ｓ，
则 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

４ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

９ｃ
ａ ＋ ｂ

＝ Ｓ － （ｂ ＋ ｃ）ｂ ＋ ｃ ＋ ４［Ｓ － （ｃ ＋ ａ）］ｃ ＋ ａ ＋ ９［Ｓ － （ａ ＋ ｂ）］ａ ＋ ｂ

＝ Ｓ １
ｂ ＋ ｃ ＋

４
ｃ ＋ ａ ＋

９( )ａ ＋ ｂ
－ （１ ＋ ４ ＋ ９）

＝ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）· １
ｂ ＋ ｃ ＋

４
ｃ ＋ ａ ＋

９( )ａ ＋ ｂ
－ １４

＝ １２［（ｂ ＋ ｃ）＋ （ｃ ＋ ａ）＋ （ａ ＋ ｂ）］·
１
ｂ ＋ ｃ ＋

４
ｃ ＋ ａ ＋

９( )ａ ＋ ｂ
－ １４

＝ １２ （槡ｂ ＋ ｃ）２ ＋（槡ｃ ＋ ａ）２ ＋（槡ａ ＋ ｂ）[ ]２· １

槡( )ｂ ＋ ｃ

２

＋ ２

槡( )ｃ ＋ ａ

２

＋ ３

槡( )ａ ＋ ｂ[ ]
２

－ １４

 １２（１ ＋ ２ ＋ ３）
２ － １４　 （运用柯西不等式可得）

＝ １８ － １４

＝ ４ ．

当且仅当槡ｂ ＋ ｃ
１

槡









ｂ ＋ ｃ
＝
槡ｃ ＋ ａ
２

槡









ｃ ＋ ａ
＝
槡ａ ＋ ｂ
３

槡









ａ ＋ ｂ

即ｂ ＋ ｃ１ ＝ ｃ ＋ ａ２ ＝ ａ ＋ ｂ３
即ａ ＝ ２ｂ且ｃ ＝ ０时，等号成立；

—０３—



但是，题设中ａ，ｂ，ｃ是正数，故而等号不成立；
则 ａ
ｂ ＋ ｃ ＋

４ｂ
ｃ ＋ ａ ＋

９ｃ
ａ ＋ ｂ ＞ ４．

练习题６． 试证对所有正实数ａ，ｂ，ｃ，都有 ａ
ａ２ ＋ ８槡 ｂｃ

＋ ｂ
ｂ２ ＋ ８槡 ｃａ

＋ ｃ
ｃ２ ＋ ８槡 ａｂ

 １．

证明：可以考虑首先证明 ａ
ａ２ ＋ ８槡 ｂｃ

 ａ
４
３

ａ
４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３
，

或者等价证明（ａ ４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３）２  ａ ２

３（ａ２ ＋ ８ｂｃ）．
由算几不等式可得（ａ ４

３ ＋ ｂ
４
３ ＋ ｃ

４
３）２ － ａ( )

４
３ ２

＝ （ｂ ４３ ＋ ｃ ４３）·（ａ ４
３ ＋ ａ

４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３）

 ２ｂ
２
３ ｃ

２
３·４ａ ２

３ ｂ
１
３ ｃ

１
３ ＝ ８ａ

２
３ ｂｃ，

故（ａ ４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３）２  ａ( )

４
３ ２ ＋ ８ａ

２
３ ｂｃ ＝ ａ

２
３（ａ２ ＋ ８ｂｃ），

得　 　 　 ａ
ａ２ ＋ ８槡 ｂｃ

 ａ
４
３

ａ
４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３
，

同理可得 ｂ
ｂ２ ＋ ８槡 ｃａ

 ｂ
４
３

ａ
４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３
，

ｃ
ｃ２ ＋ ８槡 ａｂ

 ｃ
４
３

ａ
４
３ ＋ ｂ

４
３ ＋ ｃ

４
３
，

将上面三个不等式同向相加得 ａ
ａ２ ＋ ８槡 ｂｃ

＋ ｂ
ｂ２ ＋ ８槡 ｃａ

＋ ｃ
ｃ２ ＋ ８槡 ａｂ

 １．

练习题７． 试证明对所有正实数ａ，ｂ，ｃ，都有１
ａ ＋

１
ｂ ＋

１
ｃ 

ａ８ ＋ ｂ８ ＋ ｃ８

ａ３ｂ３ｃ３
．

证明：不妨设ａ ｂ ｃ ０，则有１
ｂｃ 

１
ｃａ 

１
ａｂ ．

得ａ
８ ＋ ｂ８ ＋ ｃ８

ａ３ｂ３ｃ３
＝ ａ

５

ｂ３ｃ３
＋ ｂ

５

ａ３ｃ３
＋ ｃ

５

ａ３ｂ３

 ａ５

ａ３ｃ３
＋ ｂ

５

ａ３ｂ３
＋ ｃ

５

ｃ３ｂ３
　 　 （运用排序不等式）

＝ ａ
２

ｃ３
＋ ｂ

２

ａ３
＋ ｃ

２

ｂ３

 ａ
２

ａ３
＋ ｂ

２

ｂ３
＋ ｃ

２

ｃ３
　 　 （运用排序不等式）

＝ １ａ ＋
１
ｂ ＋

１
ｃ ．

从而，对所有正实数ａ，ｂ，ｃ，都有１
ａ ＋

１
ｂ ＋

１
ｃ 

ａ８ ＋ ｂ８ ＋ ｃ８

ａ３ｂ３ｃ３
．

—１３—



练习题８． 已知非负实数ａ，ｂ，ｃ 满足ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ １，对正数ｘ１，ｘ２，ｘ３，若
ｙ１ ＝ ａｘ１ ＋ ｂｘ２ ＋ ｃｘ３
ｙ２ ＝ ａｘ２ ＋ ｂｘ３ ＋ ｃｘ１
ｙ３ ＝ ａｘ３ ＋ ｂｘ１ ＋ ｃｘ

{
２

，试证明：ｙ１ｙ２ｙ３  ｘ１ｘ２ｘ３ ．

证明：运用柯西不等式，由ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ １，
得ｙ１ｙ２ｙ３ ＝ （ａｘ１ ＋ ｂｘ２ ＋ ｃｘ３）·（ａｘ２ ＋ ｂｘ３ ＋ ｃｘ１）·（ａｘ３ ＋ ｂｘ１ ＋ ｃｘ２）

＝ （ａｘ１ ＋ ｂｘ２ ＋ ｃｘ３）·（ａｘ２ ＋ ｂｘ３ ＋ ｃｘ１）·（ａｘ３ ＋ ｂｘ１ ＋ ｃｘ２）·（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）
（ａ ｘ１ｘ槡２ ＋ ｂ ｘ２ｘ槡３ ＋ ｃ ｘ３ｘ槡１）２·（ａ ｘ槡３ ＋ ｂ ｘ槡１ ＋ ｃ ｘ槡２）２
（ａ·４ ｘ１ｘ２ｘ槡 ３ ＋ ｂ·４ ｘ１ｘ２ｘ槡 ３ ＋ ｃ·４ ｘ１ｘ２ｘ槡 ３）４
＝ （４ ｘ１ｘ２ｘ槡 ３）４·（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）４
＝ （ｘ１ｘ２ｘ３）·（１）４
＝ ｘ１ｘ２ｘ３ ．

即有ｙ１ｙ２ｙ３  ｘ１ｘ２ｘ３成立．

练习题９． 设ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２，求ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０的最大值及取得最大值时的ｘ与ｙ
的值．

解法１：由ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２，
得ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０ ＝ ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０ ＝ １２ ＋ ２（３ｘ ＋ ｙ）；
运用柯西不等式得（３ｘ ＋ ｙ）２ （３２ ＋ １２）·（ｘ２ ＋ ｙ２）＝ １０ × ２ ＝ ２０，
从而｜ ３ｘ ＋ ｙ ｜槡２０ ＝ 槡２ ５，得－ 槡２ ５  ３ｘ ＋ ｙ 槡２ ５，
所以ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０ ＝ １２ ＋ ２（３ｘ ＋ ｙ） １２ ＋ 槡４ ５，
当且仅当ｘ

３ ＝
ｙ
１ 即ｘ ＝ ３ｙ时，等号成立，

把ｘ ＝ ３ｙ代入ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２得ｙ２ ＝ １５，

解得ｙ ＝ ±槡５５ （负数不合，去），得ｘ ＝
槡３ ５
５ ．

解法２：由於方程ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２表示的轨?是以原点
Ｏ
)

圆心，半径
)槡２的圆，可记这个圆)⊙Ｑ；由ｘ２ ＋ ｙ２

＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０ ＝ （ｘ ＋ ３）２ ＋（ｙ ＋ １）２，设ｄ ＝ （ｘ ＋ ３）２
＋（ｙ ＋ １）２，则问题转化

)

“在以原点Ｏ
)

圆心，半径
)

槡２的圆Ｑ上找一点Ｂ（ｘ，ｙ），使点Ｂ与点Ａ（－ ３，－ １）
的距离达到最大”．

—２３—



如图所示，可知当瞃段ＡＢ通过圆心Ｏ时出现最大值，此时ＡＢ ＝ ＡＯ ＋ ＯＢ ＝

（０ ＋ ３）２ ＋ （０ ＋ １）槡 ２ ＋槡２ ＝ 槡１０ ＋槡２，得ｄ ＝ ｜ ＡＢ ｜ ２ ＝ （槡１０ ＋槡２）２ ＝ １２ ＋ 槡４ ５；由两

点式可得直瞃ＡＢ的方程
)

ｘ － ３ｙ ＝ ０，联立ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２可解得
ｘ ＝ 槡３ ５

５

ｙ ＝槡５










５

或者
ｘ ＝ － 槡３ ５

５

ｙ ＝ －槡５










５

（负

数不合，去）． 数形结合法虽然直观，但是运算量颇大，比不上用柯西不等式那
,

简约雅
，一气呵成．

解法３：就本题而言，由方程ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ２类比ｃｏｓ２α ＋ ｓｉｎ２α ＝ １，可以考虑用三角F

元法
来求解ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０的最大值．

令ｘ ＝槡２ｃｏｓα，ｙ ＝槡２ｓｉｎα，
得ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ６ｘ ＋ ２ｙ ＋ １０
＝ １２ ＋ ２（３ｘ ＋ ｙ）
＝ １２ ＋ ２（槡３ ２ｃｏｓα ＋槡２ｓｉｎα）
＝ １２ ＋ 槡２ ２（３ｃｏｓα ＋ ｓｉｎα）
＝ １２ ＋ 槡２ ２０ ３

槡１０
ｃｏｓα ＋ １

槡１０
ｓｉｎ( )α 　 　 （令３

槡１０
＝ ｓｉｎβ， １

槡１０
＝ ｃｏｓβ）

＝ １２ ＋ 槡４ ５ｓｉｎ（α ＋ β）
 １２ ＋ 槡４ ５．

练习题１０． 设ｘ，ｙ，ｚ都是正数，且ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ １，
（１）求１ｘ ＋

４
ｙ ＋

９
ｚ 的最小值；

（２）求ｘ ＋槡 １ ＋ ｙ ＋槡 １ ＋ ｚ ＋槡 １的最大值；
（３）求３ ３ｘ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｙ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｚ ＋槡 ７的最大值．
解：（１）运用柯西不等式得
１
ｘ ＋

４
ｙ ＋

９
ｚ ＝

１
ｘ ＋

４
ｙ ＋

９( )ｚ ·１
＝ １
ｘ ＋

４
ｙ ＋

９( )ｚ ·（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ）
＝ １槡( )ｘ

２

＋ ４槡( )ｙ
２

＋ ９槡( )ｚ[ ]
２

·槡( )ｘ
２ ＋ 槡( )ｙ

２ ＋ 槡( )ｚ[ ]２

（槡１ ＋槡４ ＋槡９）２ ＝ ３６．
—３３—



当且仅当
１槡ｘ
槡ｘ

＝

４槡ｙ
槡ｙ

＝

９槡ｚ
槡ｚ
即１ｘ ＝

２
ｙ ＝

３
ｚ ，

即ｘ ＝ １６，ｙ ＝
１
３，ｚ ＝

１
２ 时，等号成立，得

１
ｘ ＋

４
ｙ ＋

９
ｚ 的最小值)

３６．

（２）运用柯西不等式，
∵ （ ｘ ＋槡 １ ＋ ｙ ＋槡 １ ＋ ｚ ＋槡 １）２

［（ ｘ ＋槡 １）２ ＋ （ ｙ ＋槡 １）２ ＋ （ ｚ ＋槡 １）２］（１２ ＋ １２ ＋ １２）
＝ ３（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＋ ３）＝ ３（１ ＋ ３）＝ １２．
∴ ｘ ＋槡 １ ＋ ｙ ＋槡 １ ＋ ｚ ＋槡 １  槡２ ３．

当且仅当 ｘ ＋槡 １
１ ＝ ｙ ＋槡 １

１ ＝ ｚ ＋槡 １
１ 即ｘ ＝ ｙ ＝ ｚ ＝ １３ 时，等号成立，

得ｘ ＋槡 １ ＋ ｙ ＋槡 １ ＋ ｚ ＋槡 １的最大值
) 槡２ ３．

（３）运用柯西不等式，
∵ ３ ３ｘ ＋槡 ７·３槡８·３槡８ （３ｘ ＋ ７）＋ ８ ＋ ８３ ＝ ｘ ＋ ２３３ ，

∴ ３ ３ｘ ＋槡 ７ 
ｘ ＋ ２３３
４ ＝ ｘ４ ＋

２３
１２；

同理可得３ ３ｙ ＋槡 ７  ｙ
４ ＋

２３
１２；

３ ３ｚ ＋槡 ７  ｚ
４ ＋

２３
１２；

从而３ ３ｘ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｙ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｚ ＋槡 ７  ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ４ ＋ ３ × ２３１２ ＝
１
４ ＋

２３
４ ＝ ６，

当且仅当３ ３ｘ ＋槡 ７ ＝ ３ ３ｙ ＋槡 ７ ＝ ３ ３ｚ ＋槡 ７即ｘ ＝ ｙ ＝ ｚ ＝ １３ 时，等号成立，

得３ ３ｘ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｙ ＋槡 ７ ＋ ３ ３ｚ ＋槡 ７的最大值
)

６．

练习题１１． 已知ｘ、ｙ、ｚ ＞ ０，?且 ｘ２

１ ＋ ｘ２
＋ ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ ｚ２

１ ＋ ｚ２
＝ ２，

求证： ｘ２

１ ＋ ｘ２
＋ ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ ｚ２

１ ＋ ｚ２
槡２．

证明：由已知 ｘ２

１ ＋ ｘ２
＋ ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ ｚ２

１ ＋ ｚ２
＝ ２，

易知 １
１ ＋ ｘ２

＋ １
１ ＋ ｙ２

＋ １
１ ＋ ｚ２

＝ １，

—４３—



运用柯西不等式，得 ｘ
１ ＋ ｘ２

＋ ｙ
１ ＋ ｙ２

＋ ｚ
１ ＋ ｚ( )２ ２

＝
１
１ ＋ ｘ槡 ２

· ｘ
１ ＋ ｘ槡 ２

＋ １
１ ＋ ｙ槡 ２

· ｙ
１ ＋ ｙ槡 ２

＋ １
１ ＋ ｚ槡 ２

· ｚ
１ ＋ ｚ槡( )２

２

 １
１ ＋ ｘ２

＋ １
１ ＋ ｙ２

＋ １
１ ＋ ｚ( )２ ｘ２

１ ＋ ｘ２
＋ ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ ｚ２

１ ＋ ｚ( )２
＝ １ × ２ ＝ ２，
∴ ｘ２

１ ＋ ｘ２
＋ ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ ｚ２

１ ＋ ｚ２
槡２．

练习题１２． 已知ａ，ｂ，ｃ，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ＋，且ａ ＋ ２ｂ ＋ ３ｃ ＝ ４，１ｘ ＋
２
ｙ ＋
３
ｚ ＝ ８，求

ａ槡ｘ ＋ ２槡ｂｙ
＋ ３ ｃ槡ｚ 的最大值．
解：运用柯西不等式，
∵ ａ槡ｘ ＋ ２槡ｂｙ ＋ ３ ｃ槡( )ｚ

２

 （槡ａ）２ ＋ （ ２槡ｂ）２ ＋ （ ３槡ｃ）[ ]２ １槡( )ｘ
２

＋ ２槡( )ｙ
２

＋ ３槡( )ｚ[ ]
２

＝ （ａ ＋ ２ｂ ＋ ３ｃ） １
ｘ ＋

２
ｙ ＋

３( )ｚ
＝ ４ × ８ ＝ ３２，

当且仅当槡８４ 槡ａ ＝ １槡ｘ ，槡８４ ２槡ｂ ＝ ２槡ｙ ，槡８４ ３槡ｃ ＝ ３槡ｚ ，即ａｘ ＝ ｂｙ ＝ ｃｚ ＝ １２ 时
取等号．

∴ ａ槡ｘ ＋ ２槡ｂｙ ＋ ３ ｃ槡( )ｚ ｍａｘ

＝ 槡４ ２．

练习题１３． 已知ａ，ｂ，ｃ ０，且满足ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ３，求ｆ（ａ，ｂ，ｃ）＝ １
１ ＋ ａ ＋

１
１ ＋ ｂ ＋

１
１ ＋ ｃ

的最小值．
解：由题设，运用柯西不等式，得
６·ｆ（ａ，ｂ，ｃ）［（１ ＋ ａ）＋ （１ ＋ ｂ）＋ （１ ＋ ｃ）］ １

１ ＋ ａ ＋
１
１ ＋ ｂ ＋

１
１( )＋ ｃ

（１ ＋ １ ＋ １）２ ＝ ９，
即ｆ（ａ，ｂ，ｃ） ３２，
当且仅当１ ＋ ａ ＝ １ ＋ ｂ ＝ １ ＋ ｃ及ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ ３

—５３—



即ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １时，等号成立；
故而当且仅当ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ １时，ｆ（ａ，ｂ，ｃ）＝ １

１ ＋ ａ ＋
１
１ ＋ ｂ ＋

１
１ ＋ ｃ的最小值)

３
２ ．

练习题１４． 若ａ，ｂ，ｃ ０且ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ ８，求槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ的最大值和最小值．
解：运用柯西不等式，
∵ ［（槡ａ）２ ＋ （槡ｂ）２ ＋ （槡ｃ）２］·（１２ ＋ １２ ＋ １２）（槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）２，
∴ 槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ８ ×槡 ３ ＝ 槡２ ６，

当且仅当槡 槡槡ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ 槡２ ６
３ 即ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ 槡２ ２时，等号成立；

由ａ，ｂ，ｃ ０，
得（槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）２ ＝ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）＋ ２（槡 槡 槡ａｂ ＋ ｂｃ ＋ ｃａ） ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ ８，
所以槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ槡８ ＝ 槡２ ２，

当且仅当槡 槡槡ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝ 槡２ ２
３ 即ａ ＝ ｂ ＝ ｃ ＝

８
９ 时，等号成立（注意，这眧*

有使用均
值不等式、柯西不等式之类要满足“一正二定三相等”的条件，这只是一个必要条件，而?
非充分且必要条件，所以不用也不能写这个要求，其它的解还有ａ ＝ ｂ ＝ ０，ｃ ＝ ８或者ａ ＝
ｃ ＝ ０，ｂ ＝ ８或者ａ ＝ ８，ｂ ＝ ｃ ＝ ０等）；

综上可得槡槡槡ａ ＋ ｂ ＋ ｃ的最大值和最小值分
.) 槡２ ６和槡２ ２．

练习题１５． 已知ａ，ｂ，ｃ ０，求 ａ槡ｂ ＋ ｃ ＋ ｂ槡ｃ ＋ ａ ＋ ｃ槡ａ ＋ ｂ的最小值．
分析：当直接应用基本不等式有困难时，不妨考虑对所求式子作变形运算如下：
ａ槡ｂ ＋ ｃ ＋ ｂ槡ｃ ＋ ａ ＋ ｃ槡ａ ＋ ｂ ＝ ａ

ａ（ｂ ＋ ｃ槡 ）＋
ｂ

ｂ（ｃ ＋ ａ槡 ）＋
ｃ

ｃ（ａ ＋ ｂ槡 ），

再对右式每一项的分母用均值不等式，

可得 ａ槡ｂ ＋ ｃ ＋ ｂ槡ｃ ＋ ａ ＋ ｃ槡ａ ＋ ｂ ２．
但是，这眧的等号?不具备成立的条件！
问题出在哪儿？
问题就出在上面的变形中！
因

)

这个变形的前提是ａ，ｂ，ｃ均不
)

０，而原式中是可以允许ａ，ｂ，ｃ中恰有一个
)

０的！
显然，ａ，ｂ，ｃ中至多可以允许有一个

)

０！

若其中一个
)

０，不妨设ｃ ＝ ０，则原式＝ ａ槡ｂ ＋ ｂ槡ａ  ２，其中等号当且仅当ａ ＝ ｂ≠ ０
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时成立．这
&

明２确实是原式的最小值．
解：由上述分析知，ａ，ｂ，ｃ中至多可以允许有一个

)

０．

若ａ，ｂ，ｃ其中一个
)

０，不妨设ｃ ＝ ０，

则原式＝ ａ槡ｂ ＋ ｂ槡ａ  ２，当且仅当ａ ＝ ｂ≠ ０时等号成立．
若ａ，ｂ，ｃ均不

)

０，则
原式＝ ａ

ａ（ｂ ＋ ｃ槡 ）＋
ｂ

ｂ（ｃ ＋ ａ槡 ）＋
ｃ

ｃ（ａ ＋ ｂ槡 ）
 ａ
ａ ＋ （ｂ ＋ ｃ）

２

＋ ｂ
ｂ ＋ （ｃ ＋ ａ）

２

＋ ｃ
ｃ ＋ （ａ ＋ ｂ）

２

　 　 （这眧的等号不能成立！）

＝ ２ａ
ａ ＋ （ｂ ＋ ｃ）＋

２ｂ
ｂ ＋ （ｃ ＋ ａ）＋

２ｃ
ｃ ＋ （ａ ＋ ｂ）

＝ ２（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ ２．

综上可知，当ａ ＝ ｂ≠ ０，ｃ ＝ ０；或者ａ ＝ ｃ≠ ０，ｂ ＝ ０；或者ｂ ＝ ｃ≠ ０，ａ ＝ ０时等号成
立，得原式的最小值

)

２．

可见，选择合适?正确使用有关的不等式定理来解题和证明，同时保持解答过程中的
同解变形和恒等变形也是很重要的．

参考文献：
［１］《台湾高中数学竞赛试题选》，国立中央大学数学系，陈弘毅．
［２］《

#

数教程（高二年级）》，华东师范大学出版社，２００７年第四版．
［３］《“希望杯”数学能力培训教程（高二）》，２００５年１２月第一版．
［４］《台湾高考数学试题（理科）汇编详解（２０１１）》，澳门出版协会，李伟东．
［５］《超级数学专题题典──不等式》，上海世界图书出版公司，ＢＳＫ高考命题研究组，

２００７年２月第１版．
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选例浅
"

“ 算两次”

澳门数学教育研究学会 郑志民

一、“好范例”作引子，“算两次”易入门
请看顾下面一个典型的几何问题的两种解法．
〔例〕如图１ － １所示，两圆⊙Ｏ１与⊙Ｏ２外切，它们的半径分.)

ｒ１，ｒ２ ． 外公切瞃ＥＦ切
⊙Ｏ１於Ｅ、切⊙Ｏ２於Ｆ． ⊙Ｏ与⊙Ｏ１、⊙Ｏ２及ＥＦ相切（如图１ － １）． 求证⊙Ｏ的半径ｒ与
⊙Ｏ１和⊙Ｏ２的半径ｒ１，ｒ２满足：

１

槡ｒ
＝ １
ｒ槡１

＋ １
ｒ槡２

　 　 　 　 　 　 （１）

设⊙Ｏ与ＥＦ相切於Ｇ． 由已知
〔证法一〕Ｏ１Ｏ２ ＝ ｒ１ ＋ ｒ２，Ｏ１Ｏ ＝ ｒ１ ＋ ｒ，ＯＯ２ ＝ ｒ ＋ ｒ２
在图１ － ２中，过Ｏ２作直瞃Ｏ２Ｅ′∥ ＦＥ，交Ｏ１Ｅ於Ｅ′． 易知Ｏ１Ｅ′ ＝ ｒ１ － ｒ２，从而有
ＥＦ ＝ Ｏ２Ｅ′ ＝ （ｒ１ ＋ ｒ２）２ － （ｒ１ － ｒ２）槡 ２ ＝ ２ ｒ１ ｒ槡２ （２）
ＥＦ还有另一种算法，即
〔证法二〕如图１ － １知：
　 　 　 　 　 　 ＥＦ ＝ ＥＧ ＋ ＧＦ （３）
而与（２）类似，我们有
　 　 　 　 　 　 ＥＧ ＝ ２ ｒ１槡ｒ，ＧＦ ＝ ２ ｒｒ槡２ （４）
将（２）、（４）代入（３）得
　 　 　 　 　 　 ２ ｒ１ ｒ槡２ ＝ ２ ｒ１槡ｒ ＋ ２ ｒｒ槡２ （５）
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（５）式两边同除以２ ｒ１ ｒ２槡ｒ便得到（１）．
极

)

普通的（３）式
$

是本题的关键（熟悉解析几何的读者不难看出（３）实际上就是
△Ｏ１ＯＯ２的三条边在ＥＦ上的射影之和)

“０”）．
本例的两种证法被称

)

对一个数学问题的“算两次”．
几何中，常常采用“算两次”的方法．
“算两次”，是一种重要的数学方法，也称做富比尼（Ｇ． Ｆｕｂｉｎｉ）原理．
细心的小学生做完算术题後，常常再算一次，检验结果是否正确． 检验，可以原原本本

地重算一遍（这样做不太容易发现自己的错误），也可以?用不同的方法，例如
E

法用加法
检验，除法用乘法检验等等．

学过列方程解应用题的同学一定知道“
)

了得到一个方程，我们必须把同一个量以两
种不同的方法表示出来．”（波利亚著《数学的发现》第一卷，欧阳绛译本３７页），即将一个
量“算两次”这种手法在几何计算中也极

)

常见．
不仅计算题、求解题需要这样做，在证明中，用两种方法计算同一个量，更是一种行之

有效的基本方法．
单?教授在其专著《算两次》的前言中写了上述的一段话． 我借用它作

)

本文之“引
例”的

&

明．

二、“五彩缤纷”算两次，“深入浅出”见功夫
〔例１〕梯形的面积等於一腰和另一腰中点到这腰距离的积．
〔已知〕梯形ＡＢＣＤ中，ＡＢ∥ ＤＣ，Ｍ是ＢＣ的中点，ＭＮ⊥ ＡＤ於Ｎ（图２ － １）．
〔求证〕Ｓ梯形ＡＢＣＤ ＝ ＭＮ·ＡＤ．
〔证法一〕过Ｍ作ＥＦ∥ＡＤ交ＤＣ的延长瞃於Ｅ，交ＡＢ於Ｆ，
∵ ＤＣ∥ ＡＢ，
∴ ∠Ｅ ＝ ∠１，
又∠２ ＝ ∠３，ＭＣ ＝ ＭＢ（∵ Ｍ)

ＢＣ的中点），
∴ △ＭＣＥ≌△ＭＢＦ，
∴ Ｓ梯形ＡＢＣＤ ＝ ＳＡＦＥＤ．

又ＭＮ⊥ ＡＤ於Ｎ，
∴ ＳＡＦＥＤ ＝ ＭＮ·ＡＤ，
即Ｓ梯形ＡＢＣＤ ＝ ＭＮ·ＡＤ．
〔证法二〕连结ＤＭ，延长交ＡＢ的延长瞃於Ｇ（图２ － ２）．
∵ ＤＣ∥ ＡＢ，
∴ ∠１ ＝ ∠Ｇ，
又∠２ ＝ ∠３，ＭＣ ＝ ＭＡ（∵ Ｍ)

ＢＣ的中点），
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∴ △ＭＣＤ≌△ＭＢＧ．

∴ ＤＭ ＝ ＭＧ，且Ｓ△ＭＢＧ ＝ Ｓ△ＭＣＤ．
连结ＡＭ，
则Ｓ△ＡＤＭ ＝ Ｓ△ＡＭＧ．
又ＭＮ⊥ ＡＤ於Ｎ，
∴ Ｓ△ＡＤＧ ＝ ２Ｓ△ＡＤＭ ＝ ２·１２ ＭＮ·ＡＤ ＝ ＭＮ·ＡＤ．
∴ Ｓ梯形ＡＢＣＤ ＝ ＳＡＢＭＤ ＋ Ｓ△ＭＣＤ ＝ ＳＡＢＣＤ ＋ Ｓ△ＭＢＧ ＝ Ｓ△ＡＤＧ ＝ ＭＮ·ＡＤ，
即Ｓ梯形ＡＢＣＤ ＝ ＭＮ·ＡＤ．
〔评盰〕本题两种证法都是割补法．证法一将梯形ＡＢＣＤ割补

)

等积的平行四边形
ＡＦＥＤ；证法二将梯形ＡＢＣＤ割补

)

等积的三角形ＡＤＧ．割补法是证明面积问题的一种基本
方法．

〔例２〕证明重要不等式：ａ ＋ ｂ２ 槡ａｂ（ａ、ｂ皆)

正数，当且仅当ａ ＝ ｂ时，等号成立）．

〔证法一〕∵ （槡槡ａ － ｂ）２  ０ （ａ，ｂ均)

正数，当且仅当ａ ＝ ｂ时，等号成立）．
∴ ａ ＋ ｂ － ２ 槡ａｂ ０，
即ａ ＋ ｂ２ 槡ａｂ（当ａ ＝ ｂ时，等号成立）．
（即两正数的算术平均值不少於这两正数的几何平均值）．
〔证法二〕ａ，ｂ皆

)

正数，作瞃段ＡＣ ＝ ａ，延长ＡＣ至Ｂ，使ＣＢ ＝ ｂ． 以ＡＢ
)

直径作半圆，
过Ｃ作ＣＤ⊥ ＡＢ交半圆周於Ｄ（如图２ － ３）．

由几何性质可知ＣＤ２ ＝ ＡＣ·ＣＢ ＝ ａｂ．
∴ 槡ＣＤ ＝ ａｂ．

过圆心Ｏ作ＯＥ⊥ ＡＢ交半圆周於Ｅ，
∴ ＯＥ ＝ ａ ＋ ｂ２ ． 　 　 　 　 ①

当ａ≠ ｂ时，ＯＥ ＞ ＣＤ，∴ ａ ＋ ｂ２ 槡＞ ａｂ．

当ａ ＝ ｂ时，则ＣＤ就是ＯＥ，
故ａ ＋ ｂ２ 槡＝ ａｂ． ②

由①，②可得ａ ＋ ｂ２ 槡ａｂ，证毕．
〔盰〕不难看出，利用几何图形性质来证明这个重要不等式，既简便，又直观．
〔例３〕（１９７９年全国高考题）设ＣＥＤＦ是圆

#

接矩形． 过Ｄ作该圆的切瞃与ＣＥ的延长
瞃交於Ａ，与ＣＦ延长瞃交於Ｂ（如图２ － ４）．
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〔求证〕ＢＦＡＥ ＝
ＢＣ３

ＡＣ３
．

〔分析〕本例可以用几何方法证明，有〔证法一〕和〔证法二〕，其证法如下．
〔证法一〕如图２ － ４所示，已知ＣＥＤＦ

)

矩形，在
Ｒｔ△ＡＢＣ中，由射影定理知，

ＡＣ２ ＝ ＡＤ·ＡＢ，ＢＣ２ ＝ ＢＤ·ＡＢ．
两式相除，有ＢＤＡＤ ＝

ＢＣ２

ＡＣ２
． 　 　 　 　 ①

因
)

ＡＢ是切瞃，所以
ＢＤ２ ＝ ＢＣ·ＢＦ，ＡＤ２ ＝ ＡＣ·ＡＥ．
两式相除，有ＢＤ

２

ＡＤ２
＝ ＢＣ·ＢＦＡＥ·ＡＣ． ②

由①、②，有ＢＣ·ＢＦＡＣ·ＡＥ ＝
ＢＣ４

ＡＣ４
． 即ＢＦＡＥ ＝

ＢＣ３

ＡＣ３
．

〔证法二〕据已知，
由△ＢＤＦ∽△ＡＢＣ，得ＢＦＤＦ ＝

ＢＣ
ＡＣ ． 　 　 　 ①

由△ＢＤＦ∽△ＤＦＣ，得ＢＦＤＦ ＝
ＤＦ
ＣＦ ．

所以 ＤＦ
ＣＦ ＝

ＢＣ
ＡＣ ． ②

又由△ＡＤＥ∽△ＡＢＣ，得ＤＥＡＥ ＝
ＢＣ
ＡＣ ． ③

① × ② × ③，?利用ＣＦ ＝ ＤＥ便可证得本题．
上述两种证法分

.

要多次利用射影定理和相似三角形的性质，进行较杂的比例式的
变

F

． 思路较难找，能力要求较高．
当年的考生，由於平面几何论证能力差，因

)

想不起来或者找不到那
,

几对相似的三
角形，或者不会利用射影定理等关进行代

F

，而证明不出者，数以千计、万计． 不少在校成
绩好的学生，考试中对这个题也感到有些棘手．

但注意到ＡＢ是切瞃，由弦切角可得到一连串的角相等． 若引入辅助角α、β（如图２ －
４），则有关瞃段的比均可用α、β的正切表示，从而有〔证法三〕．

〔证法三〕（三角证法）如图２ － ４所示，连结ＣＤ，因
)

ＣＥＤＦ是圆
#

接矩形，ＡＢ是切瞃，
所以ＣＤ⊥ ＡＢ． ∠α ＝ ∠β．

又∠Ａ ＝ ９０° － ∠Ｂ ＝ α，所以∠Ａ ＝ ∠α ＝ ∠β．
在Ｒｔ△ＡＢＣ中，ｔａｎＡ ＝ ＢＣＡＣ，所以ｔａｎ

３Ａ ＝ ＢＣ
３

ＡＣ３
． 　 　 　 ①

又在Ｒｔ△ＢＤＦ中，ｔｎａＡ ＝ ｔａｎβ ＝ ＢＦＤＦ， ②
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由Ｒｔ△ＣＤＦ知，ｔｎａＡ ＝ ｔａｎα ＝ ＤＦＣＦ， ③

在Ｒｔ△ＡＤＥ中，ｔｎａＡ ＝ ＤＥＡＥ， ④

又ＣＥＤＦ
)

矩形，∴ ＣＦ ＝ ＤＥ，
② × ③ × ④，有ｔａｎ３Ａ ＝ ＢＦＤＦ·

ＤＦ
ＣＦ·

ＤＥ
ＡＥ ＝

ＢＦ
ＡＥ， ⑤

比较①、⑤，有ＢＦＡＥ ＝
ＢＣ３

ＡＣ３
．

显然〔证法三〕要简明得多． 它通过引入辅助角，将有关瞃段的比用辅助角的三角函数
表示出来，把几何论证问题转化

)

三角问题，使得思路明确，易於入手．
用三角函数来证明平面几何问题的方法我们把它称

)

“三角法”．

三、“算两次”之外又一村，“劈新路”题解显亲貌
算两次，即从两个方面来考察问题．
世界上有许多杂的事件，只有从多个侧面去观察，才能把握它的实质． 解数学题也是

如此． 如从一个方面不能解
!

，就必须改从其他方面考虑，
!

不坚持一条道走到黑，这就是
算两次的精神所在．

当然，算两次也?不是
&

只能从两个方面，不能从一个方面或三个方面去考虑． 咬定
“两次”，也是胶柱鼓瑟． 或许，某些时候用“转

*

观点”，“
*

一个角度看问题”等
&

法比“算
两次”稍

)

确切一些．

（一）面积法
〔例１〕已知：如图３ － １ － １，ＡＢＣＤ中，ＢＥ ＝ ＤＦ，ＢＥ、ＤＦ交於Ｐ．
〔求证〕ＰＣ平分∠ＢＰＤ．
〔证法一〕如图３ － １ － １所示，连结ＣＥ、ＣＦ，
∵ ＡＢＣＤ

)，△ＢＣＥ与ＡＢＣＤ有公共底边．
∴ Ｓ△ＢＣＥ ＝

１
２ ＳＡＢＣＤ．

同理，Ｓ△ＤＣＦ ＝ １２ ＳＡＢＣＤ．
∴ Ｓ△ＢＣＥ ＝ Ｓ△ＤＣＦ．

作ＣＭ⊥ ＦＤ於Ｍ，ＣＮ⊥ ＢＥ於Ｎ．
∴ １２ ＣＮ·ＢＥ ＝

１
２ ＣＭ·ＦＤ，

∵ ＢＥ ＝ ＤＦ，
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∴ ＣＮ ＝ ＣＭ．

Ｒｔ△ＣＰＭ≌ Ｒｔ△ＣＰＮ，
∴ ∠ＣＰＭ ＝ ∠ＣＰＮ，
∴ ＰＣ平分∠ＢＰＤ．
〔证法二〕因

)

含有∠ＤＰＣ、∠ＢＰＣ的三角形是△ＤＰＣ和△ＢＰＣ，所以我们可从这两个
三角形的面积比入手．

∵

１
２ ＤＰ·ＰＣｓｉｎ∠ＤＰＣ
１
２ ＢＰ·ＰＣｓｉｎ∠ＢＰＣ

＝
Ｓ△ＤＰＣ
Ｓ△ＢＰＣ

＝
Ｓ△ＤＰＣ
ＳＡＢＣＤ

·ＳＡＢＣＤＳ△ＢＰＣ
　 　 　 ①

∴
Ｓ△ＤＰＣ
２Ｓ△ＤＦＣ

·２Ｓ△ＢＥＣＳ△ＢＰＣ
＝ ＤＰＤＦ·

ＢＥ
ＢＰ， ②

（△ＤＰＣ与△ＤＦＣ，△ＢＰＣ与△ＢＥＣ中，两个三角形高分.

是同一瞃段ＣＭ和同一瞃段
ＣＮ．）

又已知ＢＥ ＝ ＤＦ，由①、②可知，
ｓｉｎ∠ＤＰＣ
ｓｉｎ∠ＢＰＣ

＝ １，ｓｉｎ∠ＤＰＣ ＝ ｓｉｎ∠ＢＰＣ，
又∠ＢＰＣ ＋ ∠ＤＰＣ ＜ １８０°，
∴ ∠ＤＰＣ ＝ ∠ＢＰＣ．

则ＰＣ平分∠ＢＰＤ．
〔例２〕在角ＯＸＹ的平分瞃上有一定点Ｐ，过Ｐ的任

意瞃直瞃交ＯＸ；ＯＹ於Ａ，Ｂ试证１
ＯＡ ＋

１
ＯＢ)

一定值．
〔已知〕Ｐ是定角ＸＯＹ的平分瞃上一定点，过Ｐ的任

意直瞃与ＯＸ，ＯＹ各交於Ａ，Ｂ．
〔求证〕 １ＯＡ ＋

１
ＯＢ ＝一定值．

〔分析〕如图３ － １ － ２，研究特殊图形→过Ｐ作ＯＰ
的垂瞃与ＯＸ，ＯＹ各交於Ｍ，Ｎ，则Ｍ，Ｎ

)

定点；ＯＭ，ＯＮ
)

定长．
因１
ＯＭ ＋

１
ＯＮ ＝

２
ＯＭ，故可推测：

１
ＯＡ ＋

１
ＯＢ ＝

２
ＯＭ ＝定长．

如何证明呢？请看下述的证明．
〔证法一〕过Ｐ作ＯＰ的垂瞃与ＯＸ，ＯＹ各交於Ｍ，Ｎ，则ＯＭ，ＯＮ是定长．
设ｈ是Ｐ至ＯＸ或ＯＹ的距离，
则Ｓ△ＯＡＢ ＝ Ｓ△ＯＡＰ ＋ Ｓ△ＯＢＰ ＝ １２ ｈ·ＯＡ ＋

１
２ ｈ·ＯＢ ＝

１
２ ｈ（ＯＡ ＋ ＯＢ）．
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　 Ｓ△ＯＭＮ ＝ Ｓ△ＯＭＰ ＋ Ｓ△ＯＮＰ ＝
１
２ ｈ·ＯＭ ＋

１
２ ｈ·ＯＮ

＝ １２ ｈ（ＯＭ ＋ ＯＮ）＝
１
２ ｈ·２ＯＭ ＝ ｈ·ＯＭ．

又这两三角形ＯＡＢ，ＯＭＮ共有一角∠ＸＯＹ．

∴
Ｓ△ＯＡＢ
Ｓ△ＯＭＮ

＝

１
２ ＯＡ·ＯＢ
１
２ ＯＭ·ＯＮ

·ｓｉｎ∠ＸＯＹｓｉｎ∠ＸＯＹ
＝ ＯＡ·ＯＢ
ＯＭ２

．

但Ｓ△ＯＡＢＳ△ＯＭＮ
＝

１
２ ｈ（ＯＡ ＋ ＯＢ）
ｈ·ＯＭ ＝ ＯＡ ＋ ＯＢ２·ＯＭ ．

故ＯＡ·ＯＢ
ＯＭ２

＝ ＯＡ ＋ ＯＢ２·ＯＭ ，即
ＯＡ ＋ ＯＢ
ＯＡ·ＯＢ ＝

２·ＯＭ
ＯＭ２

．

∴ ＯＡ
ＯＡ·ＯＢ ＋

ＯＢ
ＯＡ·ＯＢ ＝

２
ＯＭ ．

即１
ＯＡ ＋

１
ＯＢ ＝

２
ＯＭ)

一定值．
〔证法二〕如图３ － １ － ３所示，过Ｐ作ＰＣ∥ ＯＹ，ＰＤ∥ ＯＸ，各与ＯＸ，ＯＹ交於Ｃ，Ｄ，
则ＰＤＯＡ ＝

ＰＢ
ＡＢ，

ＰＣ
ＯＢ ＝

ＡＰ
ＡＢ ．

相加得ＰＤＯＡ ＋
ＰＣ
ＯＢ ＝

ＰＢ
ＡＢ ＋

ＡＰ
ＡＢ ＝ １． 　 （１）

其次，因ＯＣＰＤ是平行四边形且对角瞃ＯＰ平
分∠ＣＯＤ，故ＯＣＰＤ)

菱形．
∴ ＰＣ ＝ ＰＤ （２）
（２）代入（１），得ＰＣＯＡ ＋

ＰＣ
ＯＢ ＝ １．

用ＰＣ去除各项得１
ＯＡ ＋

１
ＯＢ ＝

１
ＰＣ ．

但Ｐ是定点，故ＰＣ
)

定长，於是１
ＯＡ ＋

１
ＯＢ ＝

１
ＰＣ)

一定值．

（二）三角法
〔例１〕（１９６４年福建省中学数学竞赛试题）设ａ、ｂ、ｃ是直角三角形的三边，ｃ

)

斜边，整
数ｎ ３．

〔求证〕ａｎ ＋ ｂｎ ＜ ｃｎ（如图３ － ２ － １）．
〔思路〕本题虽然是几何不等式，但显然无法用几何法证得．
由於原不等式等价於（ａｃ ）

ｎ ＋ （ｂｃ ）
ｎ ＜ １，如图３ － ２ － １所示，注意到在Ｒｔ△ＡＢＣ中，
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ａ
ｃ ＝ ｓｉｎＡ ＞ ０，

ｂ
ｃ ＝ ｃｏｓＡ ＞ ０，所以原不等式又等价於ｓｉｎ

ｎＡ ＋ ｃｏｓｎＡ ＜ １． 至此，显然可以从
ｓｉｎＡ、ｃｏｓＡ的性质和关入手来证明．

〔证明〕在Ｒｔ△ＡＢＣ中（如图３ － ２ － １），
ｓｉｎＡ ＝ ａｃ ，ｃｏｓＡ ＝

ｂ
ｃ ．

因
)

０° ＜ ∠Ａ ＜ ９０°，所以０ ＜ ｓｉｎＡ ＜ １，０ ＜ ｃｏｓＡ ＜ １ ．
则，当ｎ ３时，

ｓｉｎｎＡ ＜ ｓｉｎ２Ａ，ｃｏｓｎＡ ＜ ｃｏｓ２Ａ ．
所以ｓｉｎｎＡ ＋ ｃｏｓｎＡ ＜ ｓｉｎ２Ａ ＋ ｃｏｓ２Ａ ＝ １．
即（ａｃ ）

ｎ ＋ （ｂｃ ）
ｎ ＜ １，也即ａｎ ＋ ｂｎ ＜ ｃｎ．

〔例２〕如图３ － ２ － ２所示，△ＡＢＣ中，ＡＢ ＞ ＡＣ，ＣＦ、ＢＥ分.

是ＡＢ和ＡＣ上的高．
〔求证〕ＡＢ ＋ ＣＦ ＡＣ ＋ ＢＥ ．
〔思路〕三角形中边的不等关的问题，往往是较难解答的． 本题中待证不等式中的四

条瞃段一时难以归入某个三角形中处理，用几何方法就更显困难．
注意到ＢＥ、ＣＦ是高，故有ＢＥ ＝ ＡＢｓｉｎＡ、ＣＦ ＝ ＡＣｓｉｎＡ． 则待证不等式即

)

ＡＢ ＋ ＡＣｓｉｎＡ

 ＡＣ ＋ ＡＢｓｉｎＡ，也即ＡＢ（１ － ｓｉｎＡ） ＡＣ（１ － ｓｉｎＡ）．
显然由ｓｉｎＡ的有界性（即｜ ｓｉｎＡ ｜ １）容易证得这一结果，从而原不等式可证．
〔证明〕因

)

ＢＥ、ＣＦ分
.

是△ＡＢＣ的高，所以在Ｒｔ△ＡＢＥ中，ＢＥ ＝ ＡＢｓｉｎＡ，在△ＡＣＦ
中，ＣＦ ＝ ＡＣｓｉｎＡ．

又因
)∠Ａ是△ＡＢＣ的#

角，
所以　 ０  ｓｉｎＡ １．
因

)

ＡＢ ＞ ＡＣ，所以ＡＢ － ＡＣ ＞ ０．
所以 ＡＢ － ＡＣ（ＡＢ － ＡＣ）ｓｉｎＡ．
即 ＡＢ － ＡＣ ＡＢｓｉｎＡ － ＡＣｓｉｎＡ．

即 ＡＢ ＋ ＡＣｓｉｎＡ ＡＣ ＋ ＡＢｓｉｎＡ．

即 ＡＢ ＋ ＣＦ ＡＣ ＋ ＢＥ．

〔例３〕如图３ － ２ － ２，ａ，ｂ∈ Ｒ＋，且ａ ＋ ｂ ＝ １，
〔求证〕ａ４ ＋ ｂ４  １８ ．
〔证明〕已知ａ，ｂ∈ Ｒ＋，且ａ ＋ ｂ ＝ １，故０ ＜ ａ ＜ １． 令ａ ＝ ｓｉｎ２θ，则ｂ ＝ １ － ａ ＝ ｃｏｓ２θ．
於是ａ４ ＋ ｂ４ ＝ ｓｉｎ８θ ＋ ｃｏｓ８θ

＝ （ｃｏｓ４θ ＋ ｓｉｎ４θ）２ － ２ｓｉｎ４θｃｏｓ４θ
＝ ［（ｓｉｎ２θ ＋ ｃｏｓ２θ）－ ２ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ］２ － ２ｓｉｎ４θｃｏｓ４θ
＝ ［１ － ２ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ］２ － ２ｓｉｎ４θｃｏｓ４θ
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＝ ２ｓｉｎ４θｃｏｓ４θ － ４ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ ＋ １

＝ １８ ｓｉｎ
４２θ － ｓｉｎ２２θ ＋ １

＝ １８（ｓｉｎ
２２θ － ４）２ － １．

但 ０ ＜ ｓｉｎ２２θ １，
∴ － ４ ＜ ｓｉｎ２２θ － ４ － ３．
∴ １６ ＞ （ｓｉｎ２２θ － ４）２  ９．
∴ ２ ＞ １８（ｓｉｎ

２２θ － ４）２  ９８ ．

於是 １ ＞ １８（ｓｉｎ
２２θ － ４）２ － １  １８ ．

则 ａ４ ＋ ｂ４  １８ ．

（三）
*

元法
〔例１〕已知函数ｆ（ｘ）是奇函数，ｇ（ｘ）是偶函数，且ｆ（ｘ）＋ ３ｇ（ｘ）＝ ６ｘ，求ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）．
〔解〕因

)

ｆ（ｘ）是奇函数，ｇ（ｘ）是偶函数，所以
ｆ（－ ｘ）＝ － ｆ（ｘ），ｇ（－ ｘ）＝ ｇ（ｘ）．
由ｆ（ｘ）＋ ３ｇ（ｘ）＝ ６ｘ，　 　 　 　 ①
得－ ｆ（ｘ）＋ ３ｇ（ｘ）＝ － ６ｘ， ②
由①、②解得ｆ（ｘ）＝ ６ｘ，ｇ（ｘ）＝ ０．
〔例２〕①已知：ｆ（１ｘ）＝

ｘ２ ＋ １
ｘ２ － １

，求ｆ（ｘ）；

②已知：３ｆ（ｘ）＝ ４ｘ － ２ｆ（１ｘ），求ｆ（ｘ）．

① 〔解〕设１ｘ ＝ ｔ，则ｘ ＝
１
ｔ ．

ｆ（ｔ）＝
（１ｔ ）

２ ＋ １

（１ｔ ）
２ － １

＝ １ ＋ ｔ
２

１ － ｔ２
，ｆ（ｘ）＝ １ ＋ ｘ

２

１ － ｘ２
．

② 〔解〕把ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ １ｔ 分.

代入已知条件，得

３ｆ（ｔ）＝ ４ｔ － ２ｆ（１ｔ ），

３ｆ（１ｔ ）＝
４
ｔ － ２ｆ（ｔ）

{ ．

在方程组中，消去ｆ（１ｘ），可得
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ｆ（ｘ）＝ １２５ ｔ －
８
５ｔ ＝

１２ｔ２ － ８
５ｔ ．

∴ ｆ（ｘ）＝ １２ｘ
２ － ８
５ｘ ．

（四）运用“集合性质法”
〔例１〕某班有５５人参加三角、代数考试，已知考三角合格的有４２人，考代数合格的有

３５人，两科都考不合格的有７人，问考试两科都合格的有多少人？考试至少一科合格的有多
少人？

〔分析〕把某班的学生当全集Ｉ，通过绘文氏图３ － ４ － １可知，所求的人数即求考三角
合格的学生的集合Ａ和考代数合格的学生的集合Ｂ之交集的数目ｎ（Ａ∩ Ｂ）和?集的数目
ｎ（Ａ∪ Ｂ）．

〔解〕设Ｉ ＝ ｛某班的学生｝，Ａ ＝ ｛考三角合格的学生｝，Ｂ ＝ ｛考代数合格的学生｝，
Ａ∩ Ｂ ＝ ｛考三角、代数均合格的学生｝，
Ａ∪ Ｂ ＝ ｛考三角、代数均不合格的学生｝，
据已知，ｎ（Ａ）＝ ４２人，ｎ（Ｂ）＝ ３５人，ｎ（Ａ∪ Ｂ）＝ ７，
又ｎ（Ｉ）＝ ｎ（Ａ∪ Ｂ）＋ ｎ（Ａ∪ Ｂ）＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）－ ｎ（Ａ∩ Ｂ）＋ ｎ（Ａ∪ Ｂ），
∴ ｎ（Ａ∩ Ｂ）＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）＋ ｎ（Ａ∪ Ｂ）－ ｎ（Ｉ）＝ ４２ ＋ ３５ ＋ ７ － ５５ ＝ ２９（人）．
ｎ（Ａ∪ Ｂ）＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）－ ｎ（Ａ∩ Ｂ）＝ ４２ ＋ ３５ － ２９ ＝ ４８（人）．
〔答〕考试两科都合格的有２９人，考试至少有一科合

格的有４８人．
〔反思〕本题解利用文氏图，使解题思路更加清晰． 利

用文氏图还可以进一步迅速地求得考试仅三角科（或仅代
数科）不合格的人数及考试至少有一科不合格的人数．

〔例２〕某校先後进行数、理、化三科竞赛，其中至少参
加一种的人数

)

：数学８０７人，物理７３９人，化学４３７人；至
少参加两种的人数

)

：数学、物理５９３人，化学、数学３７１
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人，物理、化学２６７人；三科均参加的２１３． 试求参加数、理、化竞赛的学生总数．
〔解〕设ｎ（Ａ）＝ ８０７人，ｎ（Ｂ）＝ ７３９人，ｎ（Ｃ）＝ ４３７人，ｎ（Ａ∩ Ｃ）＝ ３７１人，ｎ（Ｂ

∩ Ｃ）＝ ２６７人，ｎ（Ａ∩ Ｂ∩ Ｃ）＝ ２１３人．
由图３ － ４ － ２可看出设参加数、理、化竞赛的学生总数Ｎ，则有
Ｎ ＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）＋ ｎ（Ｃ）－ ｎ（Ａ∩ Ｂ）－ ｎ（Ａ∩ Ｃ）－ ｎ（Ｂ∩ Ｃ）＋ ｎ（Ａ∩ Ｂ∩ Ｃ）
＝ ８０７ ＋ ７３９ ＋ ４３７ － ５９３ － ３７１ － ２６７ ＋ ２１３ ＝ ９６５（人）．

〔反思〕解这类问题，最怕的是元素重计算，除注意选择集合的计算公式外，还要重
视公式中的各部分的

#

涵，?借助文氏图，可使解题事半功倍．
〔例３〕图书馆买了三本新书ａ，ｂ，ｃ，经调查，某班学生至少借过其中一本书，?且还知

道借过ａ和ｂ的有５人，借过ｂ和ｃ的有３人，借过ａ和ｃ的有６人，借过ａ或ｂ的有２３人，
借过ｂ或ｃ的有１５人，借过ａ或ｃ的有２０人，问只借过ａ，ｂ，ｃ三本书中一本书的各有几人？

〔分析〕弄清“至少”，“和”即“?且”、“或”等词语的含义?能用集合的形式表达出
来，再配合文氏图便可顺利解题．

〔解〕设Ａ ＝ ｛借过ａ的学生｝，Ｂ ＝ ｛借过ｂ的学生｝，Ｃ ＝ ｛借过ｃ的学生｝
由题意，如图３ － ４ － ３可知
ｎ（Ａ∩ Ｂ）＝ ５，ｎ（Ａ∪ Ｂ）＝ ２３，　 　 　 　 ①
ｎ（Ｂ∩ Ｃ）＝ ３，ｎ（Ｂ∪ Ｃ）＝ １５，　 　 ②
ｎ（Ａ∩ Ｃ）＝ ６，ｎ（Ａ∪ Ｃ）＝ ２０，　 　 ③
由ｎ（Ａ∪ Ｂ）＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）－ ｎ（Ａ∩ Ｂ）及①可得
ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）＝ ２３ ＋ ５ ＝ ２８， ④
由ｎ（Ｂ∪ Ｃ）＝ ｎ（Ｂ）＋ ｎ（Ｃ）－ ｎ（Ｂ∩ Ｃ）及②可得

ｎ（Ｂ）＋ ｎ（Ｃ）＝ １５ ＋ ３ ＝ １８， ⑤
由ｎ（Ａ∪ Ｃ）＝ ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｃ）－ ｎ（Ａ∩ Ｃ）及③可得
ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｃ）＝ ２０ ＋ ６ ＝ ２６， ⑥

由方程组
ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｂ）＝ ２８，
ｎ（Ｂ）＋ ｎ（Ｃ）＝ １８，
ｎ（Ａ）＋ ｎ（Ｃ）＝{

２６

可解得ｎ（Ａ）＝ １８，ｎ（Ｂ）＝ １０，ｎ（Ｃ）＝ ８．

〔答〕只借过书ａ的有１８人，只借过书ｂ的有１０人，只借过书ｃ的有８人．
〔反思〕本题视ｎ（Ａ），ｎ（Ｂ），ｎ（Ｃ）

)

未知数，根据题意，结合集合元数的个数之公式
ｎ（ｘ∪ ｙ）＝ ｎ（ｘ）＋ ｎ（ｙ）－ ｎ（ｘ∩ ｙ），建立关於ｎ（Ａ），ｎ（Ｂ），ｎ（Ｃ）)未知数的三元一次
方程组，解方程组便得本题答案． 此法不失

)

“妙招”．
〔例４〕求（Ⅰ） ｘ － ｙ ＋ １ ＞ ０，

２ｘ ＋ ｙ － ２ ＜{ ０
的解集．

〔分析〕此题乃二元一次不等式组的求解问题，原属高二级的代数
#

容，似乎不宜在高
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一讲授，但若用集合的观点，配合坐标系，用“数形结合”的办法，找出公共区域，即可顺利
求解．

〔解〕设Ｓ１ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ ｘ － ｙ ＋ １ ＞ ０｝，
Ｓ２ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ ２ｘ ＋ ｙ － ２ ＜ ０｝．

如图３ － ４ － ４所示，可以看出Ｓ１表示ｘ － ｙ ＋ １ ＝
０的右下侧的区域，Ｓ２表示２ｘ ＋ ｙ － ２ ＝ ０的左下侧的
区域，因此Ｓ１∩ Ｓ２ ＝ Ｓ（右图中斜瞃部分），即直瞃ｘ －
ｙ ＋ １的右下侧与直瞃２ｘ ＋ ｙ ＋ ２ ＝ ０的左下侧的公共
部分（图中阴影部分），便是所求的ｘ － ｙ ＋ １ ＞ ０，

２ｘ ＋ ｙ － ２ ＜{ ０
的

解集．
〔反思〕按上述的思路，结合上图，除可以求出

（Ⅰ）的解集外，还可迅速求出
（Ⅱ） ｘ － ｙ ＋ １ ＜ ０，

２ｘ ＋ ｙ － ２ ＞ ０{ ，　 （Ⅲ）
ｘ － ｙ ＋ １ ＜ ０，
２ｘ ＋ ｙ － ２ ＜ ０{ ，　 和（Ⅳ）

ｘ － ｙ ＋ １ ＞ ０，
２ｘ ＋ ｙ － ２ ＞{ ０

的解集．

〔例５〕已知Ａ ＝ ｛ｙ ｜ ｙ ＝ ｘ２ － ４ｘ ＋ ３，ｘ∈ Ｒ｝，Ｂ ＝ ｛ｙ ｜ ｙ ＝ － ｘ２ － ２ｘ ＋ ３，ｘ∈ Ｒ｝，
求Ａ∩ Ｂ．

〔分析〕有的同学一看见是求交集，就由联立方程组
ｙ ＝ ｘ２ － ４ｘ ＋ ３，
ｙ ＝ － ｘ２ － ２ｘ ＋ ２{ ，

消去ｙ，得方程

ｘ２ － ４ｘ ＋ ３ ＝ － ｘ２ － ２ｘ ＋ ２，即２ｘ２ － ２ｘ ＋ １ ＝ ０．
由於方程的判

.

式△ ＝ （－ ２）２ － ４ × ２ × １ ＝ － ４ ＜ ０，故方程无解，因而Ａ∩ Ｂ ＝ ．
画出两条抛物瞃的图象（如图３ － ４ － ５所

示）亦可看到，它们确实
*

有交点．
但是，这种解法是错误的． 它既有知识性的

错误，又有心理性的错误，知识性的错误是未能
弄清楚Ａ，Ｂ的元素是什

,

，把“数”ｙ误认
)

“数
对”（ｘ，ｙ），把“值域”误认

)

整条抛物瞃；心理性
的错误是未能认真审题，凭老习惯，以

)

“求交
集”就是“解方程组”，就是“求曲瞃的交点”，其
实本题是求两值域的交集，即两个关於ｙ

)

元素
的两个集合的交集．

〔解〕由ｙ ＝ ｘ２ － ４ｘ ＋ ３ ＝ （ｘ － ２）２ － １，可知ｙ－ １．
又由ｙ ＝ － ｘ２ － ２ｘ ＋ ２ ＝ ３ － （ｘ ＋ １）２，可知ｙ ３．
∴ Ａ ＝ ｛ｙ ｜ ｙ－ １｝，Ｂ ＝ ｛ｙ ｜ ｙ ３｝，

—９４—



∴ Ａ∩ Ｂ ＝ ｛ｙ ｜ － １  ｙ ３｝．
〔反思〕学习集合必须抓住“元素”这个关键，集合是由元素确定的，空集、子集、交集、

?集、补集和差集等也都是通过元素来定义的，集合的基本性质（确定性、互?性、无序性）
便是针对元素描述的，集合的分类与表示方法等亦全都是通过元素来刻画的． 遇到集合问
题，首先要弄清“元素是什

!

”． “不弄清”（心理性的错误）或“弄不清”（知识性的错误）都
会

'

生对问题的“分析”出现“似是而非”的错误．

（五）构图法
〔例１〕勾股定理的历史与证明．
勾股定理是数学史上最古老也最著名的定理之一． 据我国古代的《周髀算经》记载，约

在公元前１２世纪，商高便发现“勾三、股四、弦五”的事实． 因此，勾股定理也叫做商高定理．
在西方，勾股定理被称

)

毕达哥拉斯定理． 其实，世界上许多民族，尤其是数学文化发
达、有四大文明古国之称的中国、印度、埃及和巴比伦，早在毕达哥拉斯之前就已经或多或
少地知道了勾股定理．

勾股定理不仅结论十分重要，而且证法也非常之多． 目前世界上可以查到的证明勾股
定理的方法有几百种，这些证明中有的极

)

简单和直观，甚至从图上立即可以看顾出．
请看下面两图．

由图３ － ５ － １知，（ａ ＋ ｂ）２ ＝大正方形的面积＝ ４·ａｂ２ ＋ ｃ
２，从而ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２；

由图３ － ５ － ２知，ｃ２ ＝大正方形的面积＝ ４·ａｂ２ ＋ （ｂ － ａ）
２，从而ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．

上述证法属我国古代数学家赵爽，他是我国明确证明勾股定理的第一人． 赵爽在证明
中先对图形进行移、合、补、拼，然後通过代数运算得出几何问题
的证明． 这种融几何代数於一体的方法，体现了我国古代证题
术的特色．

直到近代，还有人在探索勾股定理的新证法． 美国第２０任
总统伽菲尔德在１８７６年曾通过构造直角梯形（图３ － ５ － ３）得
到一个巧妙的证明：
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１
２（ａ ＋ ｂ）（ａ ＋ ｂ）＝梯形的面积＝ １２ ａｂ ＋

１
２ ａｂ ＋

１
２ ｃ

２，
则　 　 　 　 　 　 　 　 ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．

勾股定理的发现是人类早期文明的特徵． 由此，有的科学家认
)

，倘若地球外某个星球
存在智慧生物的话，他们也一定知道勾股定理． 这样

&

来，勾股定理还可以作
)

一种与外星
人交流的“语言”呢！

上述的解法是运用“构造图形”的方法来解题． “构造图形法”简称“构图法”． 是用构
造法解数学题的一个分支（此外还有构造函数法，构造方程（组）法，构造不等式法等其他
方法）．

如果问题的条件中数量关有明显的几何意义；或者用某种方式可与几何图形（体）
建立联，则可设法构造图形或几何体，将题设条件中的数量关直接在形（体）中实现，
用构造的图形（立体）寻找要求解、求证的结论．

构造图形法（构图法）解题过程的模式是

〔例２〕设ｘ、ｙ、ｚ都是正实数，且满足
ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ｙ２ ＝ １９，　 　 　 ①
ｙ２ ＋ ｙｚ ＋ ｚ２ ＝ ３７， ②
ｚ２ ＋ ｚｘ ＋ ｘ２ ＝ ２８． ③
求ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ的值．

〔思路〕本题是一道三元二次方程组的问题，但如果试图解这个三元二次方程组，求出
ｘ、ｙ、ｚ的值来求ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ的值，显然是十分麻烦的．

分析已知条件的特徵，如①式． 将该式稍作变形，得
ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ２ × １２ ｘｙ ＝ （槡１９）

２，

则具有明显的几何特徵———与馀弦定理相似． 则由馀弦定理知，以ｘ、ｙ、槡１９)三边恰
能构成一个三角形，且长ｘ和ｙ的两边的夹角

)

１２０°． 同此，由②、③知，可构造另两个有一
角

)

１２０°的三角形；?且这三个三角形恰能拼成一个边长
)槡１９、槡３７和槡２８的大三角形

（如图３ － ５ － ４）． 由所得三角形的面积关易知ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｚｘ的值． 从而可望与原方程组配
合，求出ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ．

〔解〕把已知条件改写成
ｘ２ ＋ ｙ２ － ２ｘｙｃｏｓ１２０° ＝ （槡１９）２，
ｙ２ ＋ ｚ２ － ２ｙｚｃｏｓ１２０° ＝ （槡３７）２，
ｚ２ ＋ ｘ２ － ２ｚｘｃｏｓ１２０° ＝ （槡２８）２ ．
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根据馀弦定理，把ｘ、ｙ、ｚ看做瞃段长，可以作出辅助三角形ＡＢＣ（图３ － ５ － ４），其中ＡＢ
＝ 槡２８，ＢＣ ＝ 槡３７，ＣＡ ＝ 槡１９． Ｏ是ＡＢＣ#

一点，ＯＡ ＝ ｘ，ＯＢ ＝ ｚ，ＯＣ ＝ ｙ，∠ＡＯＢ ＝
∠ＢＯＣ ＝ ∠ＣＯＡ ＝ １２０°．

显然，Ｓ△ＡＯＢ ＋ Ｓ△ＢＯＣ ＋ Ｓ△ＣＯＡ ＝ Ｓ△ＡＢＣ． 　 　 　 ④
因

)

Ｓ△ＡＯＢ ＝
１
２ ｘｚｓｉｎ１２０° ＝

槡３
４ ｘｚ，

Ｓ△ＢＯＣ ＝
１
２ ｙｚｓｉｎ１２０° ＝

槡３
４ ｘｚ，

Ｓ△ＣＯＡ ＝
１
２ ｘｙｓｉｎ１２０° ＝

槡３
４ ｘｚ，

又ｃｏｓ∠ＣＡＢ ＝ ＡＢ
２ ＋ ＡＣ２ － ＢＣ２

２ＡＢ·ＡＣ ＝ ５

槡２８·槡１９
，

所以，ｓｉｎ∠ＣＡＢ ＝ １ － ｃｏｓ２∠槡 ＣＡＢ ＝ 槡１３ ３
槡２８·槡１９

．

所以　 ＳＡＢＣ ＝ １２·ＡＢ·ＡＣ·ｓｉｎ∠ＣＡＢ ＝
１３
２ 槡３ ．

把以上各式代入④，得

　 　 　 槡３４ （ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｘｚ）＝
１３
２ 槡３ ．

所以ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｚｘ ＝ ２６． 　 　 　 ⑤
所以① ＋ ② ＋ ③ ＋ ３ × ⑤，?整理得
　 　 　 ２（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ）２ ＝ １６２．
因

)

ｘ、ｙ、ｚ是正数，所以ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ＝ ９．
〔评盰〕（１）求ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｚｘ是解本题的关键，这用了构形法（构造△ＡＢＣ，?利用面积

关）． 由此我们体会到，对於代数条件应能联想其是否具有某种几何意义，只有善於正确
联想，才能恰当而灵活地运用构形法来简化问题的求解．

（２）本例求ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｚｘ是
)

了进一步求ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ做准备． 这表明构形法既可以作
)

整
体性的解题策略，也可以

)

局部计算或推理提供辅助．
〔例３〕已知ａ、ｂ是小於１的正数，试证明：
ａ２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ ａ２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２  槡２ ２（仅当

ａ ＝ ｂ ＝ １２ 时，等号成立）．
〔分析〕观察不等式的左边各项，发现它们恰

)

相应直角三角形的斜边值，借助ａ、ｂ、
１ － ａ、１ － ｂ数字特点，可构造如图３ － ５ － ５来证明．

〔证法一〕如图３ － ５ － ５所示，作边长
)

１的正方形ＡＢＣＤ，在ＡＢ上取点Ｅ，在ＤＣ上取
点Ｆ，在ＡＤ上取点Ｇ，在ＢＣ上取点Ｈ，使ＡＥ ＝ ＤＦ ＝ ａ，ＡＧ ＝ ＢＨ ＝ ｂ，则：ＥＢ ＝ ＦＣ ＝ １
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－ ａ，ＤＧ ＝ ＣＨ ＝ １ － ｂ．
连ＯＡ、ＯＢ、ＯＣ、ＯＤ，则ＯＡ ＋ ＯＣ ＡＣ（等号当且仅当

Ｏ与Ｏ′重合时成立）．
ａ２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ 槡２　 　 　 （１）
同理（１ － ａ）２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ ａ２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ 槡２ （２）
（１）＋ （２）得：
ａ２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ ａ２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ ＋

（１ － ａ）２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２  槡２ ２（仅当ａ ＝ ｂ时，等号成立）．
〔证法二〕取ＡＢ ＝ １，在ＡＢ上取ＡＯ ＝ ａ，则ＯＢ ＝ １ － ａ，过Ｏ作ＣＤ⊥ ＡＢ，取ＯＤ ＝

ｂ，ＣＤ ＝ １，则ＯＣ ＝ １ － ｂ．
则四边形ＡＣＢＤ的周长

)

Ｐ ＝ ａ２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ （１ － ｂ）２ ＋ ａ槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋（１ － ｂ）槡 ２

＋ （１ － ａ）２ ＋ ｂ槡 ２

而Ｓ四边形ＡＣＢＤ ＝ １２ ＡＢ· 槡ＣＯ ＋ ＡＢ·ＤＯ

＝ １２ ＡＢ·ＣＤ ＝
１
２ × １ × １ ＝

１
２（定值）．

∵ 面积一定，周长最小的四边形
)

正方形，此时因正方
形对角瞃互相平分．

∴ ａ ＝ ｂ ＝ １２ ．

Ｐ极小＝槡２２ ＋
槡２
２ ＋

槡２
２ ＋

槡２
２ ＝ 槡２ ２．

故Ｐ 槡２ ２．
也即： ａ２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ ｂ槡 ２ ＋ ａ２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ ＋ （１ － ａ）２ ＋ （１ － ｂ）槡 ２ 槡２ ２ ．
有些代数式的数量关，可以集中在特定的几何图形上，因此，设法眐造出这一特定

的图形?藉助图形的性质，就可迅速使代数问题获得解
!

．

〔例４〕求函数ｙ ＝ ｘ２ ＋ ２ｘ ＋槡 １０ ＋ ｘ２ － ６ｘ ＋槡 １０的最小值及相应的ｘ的值．
〔分析〕本题用常见的初等的代数方法是难於求出函数的最小值的，但是当我们进行

下面的变形时，
ｙ ＝ ｘ２ ＋ ２ｘ ＋槡 １０ ＋ ｘ２ － ６ｘ ＋槡 １０ ＝ （ｘ ＋ １）２ ＋ ３槡 ２ ＋ （ｘ － ３）２ ＋ １槡 ２ ．

我们发现（ｘ ＋ １）２ ＋ ３槡 ２表示ｙ轴上的点Ｐ（ｘ，０）到点（－ １，３）（或点（－ １，－ ３））的距
离，而（ｘ － ３）２ ＋ １槡 ２表示ｘ轴上的点Ｐ点到（３，－ １）（或点（３，１））的距离． 这样一来，本
题就变成了在ｘ轴上找一点Ｐ，使它到两个定点的距离之和最小． 所以这个问题用解析几何
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知识迅速得到了解
!

．

〔解〕因
)

ｙ ＝ （ｘ ＋ １）２ ＋ ３槡 ２ ＋ （ｘ － ３）２ ＋ １槡 ２ 所以上式右边可视
)

ｘ轴上一点
Ｐ（ｘ，０），分

.

到点Ａ（－ １，３）与Ｂ（３，－ １）（注意：这两
点取在ｘ轴的两旁

)

好）如图３ － ５ － ７．
由平面几何知识得，Ａ、Ｂ两点的连瞃中，以瞃段

之长
)

最短． 故所求的ｘ即
)

瞃段ＡＢ与ｘ轴的交点的
G

坐标，容易求得点Ｐ的坐标
)

（２，０）．
由Ａ（－ １，３），Ｂ（３，－ １）得ＡＢ的方程

)

ｘ ＋ ｙ － ２ ＝ ０，
从而可得ＡＢ与ｘ轴的交点坐标为（２，０）．

此时｜ ＡＢ ｜ ＝ （２ ＋ １）２ ＋ ３槡 ２ ＋ （２ － ３）２ ＋槡 １ ＝ 槡４ ２．
∴ 当ｘ ＝ ２时，ｙ的最小值

) 槡４ ２．
〔评盰〕这个题使用的构图法，使我们对这种方法有了一点感性认识和初步了解．
假如这个题变

)

：“求函数ｙ ＝ ｘ２ ＋ ２ｘ ＋槡 １０ － ｘ２ － ６ｘ ＋槡 １０的最大值，及ｙ取得最大
值时相应的ｘ的值．”

则它的解答与上面例题的解答类似．
因

)

ｙ ＝ （ｘ ＋ １）＋ ３槡 ２ － （ｘ － ３）２ ＋ （－ １）槡 ２，所以上式右边可视
)

ｘ轴上一点
Ｐ′（ｘ，０）分

.

到点Ａ（－ １，３）与Ｂ′（３，１）（注意：这两点取在ｘ轴的同旁
)

好）的距离之差，
即ｙ ＝ ｜ Ｐ′Ａ ｜ －｜ Ｐ′Ｂ′ ｜ ．

由平几知识知道，直瞃ＡＢ′与ｘ轴的交点就是我们所找的点Ｐ′，它的
G

坐标容易求得
)

５，这就是使ｙ有最大值的ｘ的值，此时
ｙ ＝ （５ ＋ １）２ ＋ ３槡 ２ － （５ － ３）２ ＋ （－ １）槡 ２ ＝ 槡２ ５，
亦即ｙ ＝ ｜ ＡＢ′ ｜ ＝ （３ ＋ １）２ ＋ （１ － ３）槡 ２ ＝ 槡２ ５．
故得当ｘ ＝ ５时，ｙ取得最大值槡２ ５．
从上面的解的过程知，ＡＢ′与ｘ轴不平行时才有上面的解法． 如果ＡＢ′与ｘ轴平行，则直

瞃ＡＢ′与ｘ轴
*

有交点，这种情癋函数不一定有最大值．
〔例５〕已知ａ、ｂ、ｃ均

)

正数． 求ｙ ＝ ｘ２槡＋ ａ ＋ （ｃ － ｘ）２槡 ＋ ｂ的极小值．
〔分析〕这是一个相当麻烦的求极值问题，运用一般代数方法无疑要经历令人烦恼的

繁杂而又冗长的运算过程．
但是，由於所给条件ａ、ｂ、ｃ均

)

正数，?且函数关式是两个都化
)

平方和的算术平方
根之和的形式，因此，使得利用两个直角三角形斜边之和的平面几何途径解

!

这个问题成
)

可能．
〔解〕如图３ － ５ － ８，取ＡＢ ＝ ｃ，作ＡＣ⊥ＡＢ，取 槡ＡＣ ＝ ａ，作ＢＤ反向垂直ＡＢ，取 槡ＢＤ ＝ ｂ．
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设ＡＭ ＝ ｘ，则ＭＢ ＝ ｃ － ｘ．
在直角△ＡＭＣ中，ＣＭ ＝ ｘ２槡＋ ａ，
在直角△ＢＭＤ中，ＤＭ ＝ （ｃ － ｘ）２槡 ＋ ｂ．

显然有ｙ ＝ ＣＭ ＋ ＤＭ，即ｙ表示Ｍ到Ｃ、Ｄ距离之
和；当Ｃ、Ｍ、Ｄ三点在一直瞃时，Ｍ到Ｃ、Ｄ距离之和

)

最小，此时Ｍ应在Ｍ′处．

由△ＡＣＭ′∽△ＤＢＭ′，得ＡＭ′Ｍ′Ｂ ＝
ＡＣ
ＢＤ，即

ｘ
ｃ － ｘ ＝

槡
槡
ａ
ｂ
．

解之，得ｘ ＝ ｃ·槡ａ
槡槡ａ ＋ ｂ

，?代入函数关式得：

ｙ极小＝
ａｃ２

（槡槡ａ ＋ ｂ）２槡 ＋ ａ ＋ ｂｃ２

（槡槡ａ ＋ ｂ）２槡 ＋ ｂ ．

〔例６〕已知ｘ２ ＋ ｙ２ － ８ｘ － ６ｙ ＋ ２１ ＝ ０，求ｘ２ ＋ ｙ槡 ２的极大值与极小值．
〔分析〕∵ 所给条件ｘ２ ＋ ｙ２ － ８ｘ － ６ｙ ＋ ２１ ＝ ０是一个圆． 满足条件的（ｘ，ｙ）必是圆周

上的点． 因此ｘ２ ＋ ｙ槡 ２显然是圆周上的点（ｘ，ｙ）到原点的距离了．
〔求〕 ｘ２ ＋ ｙ槡 ２的极大值与极小值，实际上就是求圆上的点到原点的最大距离和最小

距离．
因

)

原点在圆外（圆心到原点的距离大於半径）． 这个问题利用平面几何性质极好解
!

． 我们只须把原点和圆心连结起来?延长，此瞃与圆的两个交点即是圆上到原点最大距
离与最小距离的点了． 分

.

算出它们的距离，问题即可解
!

．

当然，在算它们的距离时，我们只要求得原点到圆心的距离和圆的半径，不可机械地先
去求直瞃与圆的交点，然後再用两点间的距离公式．

具体解法如下：
〔解〕ｘ２ ＋ ｙ２ － ８ｘ － ６ｙ ＋ ２１ ＝ ０，经配方得：

（ｘ － ４）２ ＋ （ｙ － ３）２ ＝ ４．
这是圆心

)

Ｃ（４，３），半径
)

Ｒ ＝ ２的圆．
∵ ｘ２ ＋ ｙ槡 ２是圆周上的点到原点的距离，
∴ 连ＯＣ?延长交圆於Ａ、Ｂ．
∵ Ｃ点坐标

)

（４，３），∴ ｜ ＯＣ ｜ ＝ ５．
故｜ ＯＡ ｜ ＝ ５ － ２ ＝ ３，｜ ＯＢ ｜ ＝ ５ ＋ ２ ＝ ７．
即ｘ２ ＋ ｙ槡 ２的极大值

)

７，极小值
)

３．

〔盰〕从此例不难看出，运用构形法，运用几何图形的性质，这个函数极值问题的解
!

是何等的轻快！
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（六）函数法
〔例１〕已知函数ｙ ＝ ｆ（ｘ）（ｘ∈ Ｒ）是偶函数，若函数在（－ ∞，０）上单调递增，且ｆ（２ａ２

＋ ａ ＋ １）＜ ｆ（３ａ２ － ２ａ ＋ １），求ａ取值的范围．
〔解〕设０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２，则－ ｘ２ ＜ － ｘ１ ＜ ０．
∵ ｆ（ｘ）在（－ ∞，０）上单调递增，即ｆ（－ ｘ２）＜ ｆ（－ ｘ１），
又∵ ｆ（ｘ）在Ｒ上是偶函数，∴ ｆ（－ ｘ２）＝ ｆ（ｘ２），ｆ（－ ｘ１）＝ ｆ（ｘ１），
∴ ｆ（ｘ２）＜ ｆ（ｘ１）．
而由已知可知ｆ（ｘ）在（０，＋ ∞）上单调递E

．

今有２ａ２ ＋ ａ ＋ １ ＝ ２（ａ ＋ １４）
２ ＋ ７８ ＞ ０，且３ａ

２ － ２ａ ＋ １ ＝ ３（ａ － １３）
２ ＋ ２３ ＞ ０．

又∵ ｆ（２ａ２ ＋ ａ ＋ １）＜ ｆ（３ａ２ － ２ａ ＋ １），
∴ ２ａ２ ＋ ａ ＋ １ ＞ ３ａ２ － ２ａ ＋ １，
∴ ０ ＜ ａ ＜ １．

〔例２〕若定义在Ｒ上的函数ｙ ＝ ｆ（ｘ ＋ １）的反函数是ｙ ＝ ｆ －１（ｘ － １），且ｆ（０）＝ １，求
ｆ（２００８）．

〔解〕由ｙ ＝ ｆ －１（ｘ － １）得ｘ － １ ＝ ｆ（ｙ），
则ｙ ＝ ｆ －１（ｘ － １）的反函数

)

ｙ ＝ ｆ（ｘ）＋ １，
即ｆ（ｘ ＋ １）＝ ｆ（ｘ）＋ １．
则ｆ（２００８）＝ ｆ（２００７）＋ １ ＝…＝ ｆ（０）＋ ２００８ ＝ ２００９．
〔例３〕ｆ（ｘ）是定义在Ｒ上的奇函数，它的最小正周期

)

２，试求ｆ（１）＋ ｆ（２）＋ ｆ（３）＋
…＋ ｆ（１９９６）的值．

〔解〕ｆ（ｘ）是定义在Ｒ上的奇函数，∴ ｆ（０）＝ ０．
又∵ ｆ（ｘ）的最小正周期

)

２，∴ ｆ（２）＝ ｆ（０ ＋ ２）＝ ｆ（０）＝ ０．
同理ｆ（４）＝ ｆ（６）＝…＝ ｆ（１９９６）＝ ０，∴ ｆ（２）＋ ｆ（４）＋……＋ ｆ（１９９６）＝ ０．
∵ ｆ（３）＝ ｆ（－ １ ＋ ２ × ２）＝ ｆ（－ １）＝ － ｆ（１），∴ ｆ（１）＋ ｆ（３）＝ ０．
同理ｆ（５）＋ ｆ（７）＝ ０，…，ｆ（１９９３）＋ ｆ（１９９５）＝ ０，
ｆ（１）＋ ｆ（３）＋ ｆ（５）＋ ｆ（７）＋…＋ ｆ（１９９５）共９９８项，可分

)

４９９组，其和都是零．
∴ ｆ（１）＋ ｆ（２）＋ ｆ（３）＋…＋ ｆ（１９９５）＋ ｆ（１９９６）＝ ０．
〔例４〕已知ｆ（ｘ）是定义在Ｒ上的函数，且有ｆ（ｘ ＋ ２）［１ － ｆ（ｘ）］＝ １ ＋ ｆ（ｘ），（１）求

证：ｆ（ｘ ＋ ４）·ｆ（ｘ）＋ １ ＝ ０；（２）若ｆ（１）＝ ２ －槡３，求ｆ（２００３）的值．
〔证明〕（１）∵ ｆ（ｘ ＋ ２）［１ － ｆ（ｘ）］＝ １ ＋ ｆ（ｘ），此时ｆ（ｘ）≠ １，否则条件不成立（０ ＝

２，矛盾）．
∴ ｆ（ｘ ＋ ２）＝ １ ＋ ｆ（ｘ）１ － ｆ（ｘ），
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　 ｆ（ｘ ＋ ４）＝ １ ＋ ｆ（ｘ ＋ ２）１ － ｆ（ｘ ＋ ２）＝
１ ＋ １ ＋ ｆ（ｘ）１ － ｆ（ｘ）
１ － １ ＋ ｆ（ｘ）１ － ｆ（ｘ）

＝ － １
ｆ（ｘ），

∴ ｆ（ｘ ＋ ４）·ｆ（ｘ）＋ １ ＝ ０．
〔解〕（２）由（１）知，ｆ（ｘ ＋ ４）＝ － １

ｆ（ｘ），

∴ ｆ（ｘ ＋ ８）＝ ｆ［（ｘ ＋ ４）＋ ４］＝ － １
ｆ（ｘ ＋ ４）＝ ｆ（ｘ），对於Ｒ上的一切的ｘ成立．

∴ 我们发现，ｆ（ｘ）是以８
)

盷期的函数，
∴ ｆ（２００３）＝ ｆ（３ ＋ ８ × ２５０）＝ ｆ（３）．
∵ ｆ（ｘ ＋ ２）＝ １ ＋ ｆ（ｘ）１ － ｆ（ｘ），又ｆ（１）＝ ２ －槡３，

∴ ｆ（３）＝ １ ＋ ｆ（１）１ － ｆ（１）＝
１ ＋ ２ －槡３
１ － （２ －槡３）

＝ ３ －槡３
－ １ ＋槡３

＝槡３．

∴ ｆ（２００３）＝槡３．

发现ｆ（ｘ）以８)盷期，抓住了问题的实质，巧妙地解答了第（２）小题． 请回顾解法
中是怎样巧用第（１）小题的结论解第（２）小题的．

〔例５〕（美国数学邀请赛第二
(

竞赛题）函数ｆ定义在整数集合上，且满足：
ｆ（ｎ）＝ ｎ － ３，当ｎ １０００，

ｆ（ｆ（ｎ ＋ ５）），当ｎ ＜ １０００{ ，求ｆ（８４）．

〔解法一〕ｆ（８４）＝ ｆｆ（８４ ＋ ５）＝ ｆｆｆ（８４ ＋ ５ × ２）＝ ｆｆｆｆ（８４ ＋ ５ × ３）＝…
＝ ｆｆ…{ ｆ

１８４

（８４ ＋ １８３ × ５）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８４

（９９９）
＝ ｆｆ…{ ｆ

１８５

（１００４）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８４

（１００１）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８３

（９９８）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８４

（１００３）
＝ ｆｆ…{ ｆ

１８３

（１０００）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８２

（９９７）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８３

（１００２）＝ ｆｆ…{ ｆ
１８２

（９９９）＝…
＝ ｆｆ（９９９）＝ ｆｆｆ（１００４）＝ ｆｆ（１００１）＝ ｆ（９９８）＝ ｆｆ（１００３）
＝ ｆ（１０００）＝ １０００ － ３ ＝ ９９７．

〔解法二〕我们探讨ｎ ＜ １０００时，ｆ（ｎ）的一般规律．
先从接近於１０００的ｎ值计算ｆ（ｎ），寻找ｆ（ｎ）的规律．

ｆ（９９９）＝ ｆ（ｆ（１００４））＝ ｆ（１００１）＝ ９９８，
ｆ（９９８）＝ ｆ（ｆ（１００３））＝ ｆ（１０００）＝ ９９７，
ｆ（９９７）＝ ｆ（ｆ（１００２））＝ ｆ（９９９）＝ ９９８，
ｆ（９９６）＝ ｆ（ｆ（１００１））＝ ｆ（９９８）＝ ９９７，
ｆ（９９５）＝ ｆ（ｆ（１０００））＝ ｆ（９９７）＝ ９９８，
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由此猜测出：
ｆ（ｎ）＝ ９９７，当ｎ是小於１０００的偶数，

９９８，当ｎ是小於１０００的奇数{ ．

因此ｆ（８４）＝ ９９７．
我们用倒推归纳证明这个结论．

〔盰〕本文是作者
"

澳门之中学年青的数学教师培训班而编写的培训资料之一．

参考资料：
［１］蔡哲夫著：《面积论》，台湾中央书局１９７２年８月版．
［２］王占聪著：《中学数学中的数与形》，安徽科学出版社，１９８１年３月版．
［３］张景中编著：《面积关帮你解题》上海教育出版社，１９８２年１２月版．
［４］唐霞宾著：《中学数学解题方法———图解法》，四川教育出版社，１９８９年１１月版．
［５］刘志图著：《中学数学解题方法———

'

元法》，四川教育出版社，１９８９年１２月版．
［６］陈进兴编著：《用构造法解数学题》，广西教育出版社，１９９０年９月版．
［７］周志文、陈威编著：《数形结合解题思路分析》，福建人民出版社，１９９０年１２月版．
［８］濠江中学数学科组编写：《初中数学课本———几何第三

(

》，濠江中学１９９８年５月版．
［９］单?编著：《算两次》，中国科技大学出版社，２００１年７月版．
［１０］芮皍、顾秋根编著：《２１世纪中学数学解题创新丛书———数形结合》，安徽少年儿

童出版社，２００２年１月版．
［１１］李祥立主编：《数学教育———澳门教育文选（第二辑）》，中国社会科学出版社，

２０１２年８月版．
［１２］郑志民编著：《学海浪花———数学教育闲思集》，中国社会科学出版社，２０１２年１２

月版．
［１３］郑志民编著：《润物细无声———数学教育探研集》，中国社会科学出版社，２０１５年

８月版．
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浅谈梁晓君老师示教课 《 “ 烙饼问题 ” 》

澳门镜平学校中学部 邓海棠
广东省清远市阳山县黎埠镇中心小学 王玉芬

由教育暨青年局始於１９９６年主办的教学设计
=

励计划
)

推动本澳各学科的学术研
究，提升相关科目的教学人员专业素质，激励创思型的课堂教学，增进单位时间

#

的教学成
效，培养教学人员课程与教材开发和教学研究的能力，给广大教育工作者提供了一个百家
6

鸣、取长补短、博纳优?的实用平台。
２０１８年１１月１０日有幸作

)

澳门数学教育研究学会的代表，获教育暨青年局邀请担任
评委，观摩了在青洲小学进行的２０１７ ／ ２０１８学年教学设计

=

励计划－教学公开课（小学数
学科）梁晓君老师的示教课《“烙饼问题”》，大有裨益，收甚多，在此略发感言，谈谈愚见，
以作教育界同行交流，冀得大家指正。

该节课的教案如下：

班级 四年级 单元
名称

数学广角
──优化 人数 ２４人课时 ４０分钟

日期２０１８年１１月１０日课题烙饼问题 教材 人教版课节 第二课节

教学
目标

１．通过生活中的简单事例，使学
生初步体会到优化思想在解

!

问题
中的应用。
２．使学生认识到解

!

问题中的
策略的多样性，初步形成寻找解

!

问
题最优化方案的意识。
３．让学生感受到数学在日常生

活中的广泛应用，尝试用数学的方法
来解

!

实际生活中的简单问题。
４．使学生能积极地参与数学学

习活动，体会到学习数学的乐趣。

基本学力要
求项目编号 本年级可达致的目标

Ｆ － １ － １
乐於参与数学学习活动，

表现积极的态度；

Ｆ － １ － ２
结合具体的生活情境，认

识数学与生活的联；

Ｆ － １ － ３

能在数学活动中与他人进
行交流，学会倾听和尊重他人
的观点；

Ｆ － ２ － １
乐於参与数学问题的探

究，体会其探索性和创造性；

Ｆ － ２ － ２

通过观察、操作、概括、推
理等学习过程，解数学与日
常生活的密切关；
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教材
分析

《烙饼问题》主要通过动手操作、交流
6

辩等学习活动，讨论烙饼时怎样合理
安排操作，达到最节省时间，从而渗透统筹思想，让学生体会在解

!

问题中优化思
想利用的重要性。本节

#

容的安排，符合学生的认知特点，是知识源於生活，生活
中处处存在数学的一种体现，

)

我们教师联生活进行数学教学提供了很好的示
范作用。

学情
分析

四年级的学生已经有了一定的解
!

问题的能力和基础，结合日常生活经验，学
生较容易找到解

!

烙饼问题的不同策略。但本节课的关键是让学生能从多种策略
中去优化方法，从而形成从多种方案中寻找最优方案的意识，提高解

!

问题的能
力。在研究烙饼方法过程中

H

含的重要的数学思想即「运筹思想」，若从字面或定
义直接去理解，对於学生来

&

是很抽象的。因此，设计本节课时，教师从学生实际
情癋出发，用通俗易懂的语言，用生动形象的生活实例，有步骤和有层次地向学生
渗透「运筹」思想。

重点
难点

重点：使学生能从解
!

问题的多种方案中寻找出最优方案，初步体会优化的思
想，形成优化的意识。

难点：寻找出解
!

问题的最优方案，形成优化的意识，提高解
!

实际问题的能
力。

教学
资源 多媒体课件、小锅、圆饼图片、表格、学习单、磁铁等。

教学
过
程、
+

容
及活
动

一、情境创设：
（一）出示澳门美食节图片。
导入情景，跟随小东、小丽、小红，三人组去逛逛美食节。
（二）习旧知
他们走近了一个煮矱蛋的摊档。

引出习问题：煮熟一个矱蛋要用５分钟。煮熟３个矱蛋最快要用多长时间？
预设１：１５分钟。
预设２：５分钟。
提问：你觉得哪种方法比较好？（答５分钟）再问：你觉得好，

&&

理由。让学
生自己

&

出来更能去感受省时省空间省能源。
小结：３个矱蛋同时煮，既节约时间，又节约能源！
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教学
过
程、
+

容
及活
动

【设计意图：创设生活化的教学情境，激发学生的学习兴趣。在本节课的开
始，从生活中「煮矱蛋」的简单事例出发，调动学生已有的生活经验，引导学生回顾
平时怎样合理安排操作能节省时间，

)

新知教学渗透优化思想做好准备。】

二、探究新知
（一）导入新课
创设情境，有一对姐妹正向老

&

：我们要２张饼！
小东他们通过观察，知道：每个烙饼要烙正反底面，每面需要烙３分钟，而且每

个锅同时最多可以烙两面。
同学们帮忙算算，这对姐妹要等多久才能同时吃到烙饼呢？
师：这也是我们这节课要研究的烙饼问题。（板书课题）
（二）探究新知
１．学习烙２张饼
设问：如果要烙２张饼呢？需要几分钟？
（１）同学互

&

：你是怎样烙的？所用时间是多少？
（２）指名学生报，预设出现两种情癋：
①烙一张饼需要６分钟，烙两张饼需要１２分钟。
②可两张饼一起烙，先烙正面需要３分钟，再烙反面，又需要３分钟，共６分钟。
学生报时，师结合教具在黑板上直观演示，让学生具体明白两种烙法的操作

过程，?引导学生进行完整口述。
（３）比较优化两种方案。
设疑：你认

)

哪种方案好？
)

什
,

？
【设计意图：让学生从两种方案中比较得出：第二种方案好，原因是节省时间，

只需要６分钟就可烙好两张饼，从而让学生初步体会到优化思想在解
!

问题中的
应用。】
２．学习烙３张饼
（１）导语：两姐妹走了以後，就轮到小东他们三人了！
猜想：同学们，烙２张饼用了６分钟，那

,

小东他们要烙３张饼，到底要用几分
钟呢？

（２）合作探究
师：烙３张饼最少需要多少时间？
现在请大家以小组形式进行合作，根据题目的要求，运用桌面的锅与烙饼模拟

操作、讨论，看哪个小组能算出烙３块饼的最少时间，然後和大家分享。
)

便於操作，建议各小组在试验中给每个饼编号、?记
1

烙饼步骤及所需时间。
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预计：巡视过程中，当学生讨论未果时提醒学生：你能不能想一个办法保证每
一次锅子眧总有两张饼？
３．交流报，请小组派代表上台「烙饼」。
预设方案１：每次烙１张需６分，３张共需时间３ × ６ ＝ １８（分）。
预设方案２：先烙２张需６分钟，再烙１张需６分钟，一共１２分钟。

预设方案３：第一次：烙１、２号饼的正面，用３分钟。第二次：把２号饼暂时取
出，把３号饼放入，烙１号饼的反面和３号饼的正面，又用３分钟。第三次：取出１
号饼，放入２号饼，烙２、３号饼的反面，用３分钟。一共用９分钟。

（三）选择最优方案
师：这种烙法

)

甚
,

会节省时间呢？
与全体学生回顾，?整理表格：
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第一张 第二张 第三张所用时间（分钟）

第一次 正 正 ３

第二次 反 正 ３

第三次 反 反 ３

【设计意图：在选择最优方案时，通过直观形象表格罗列，清晰每次都有两张
饼在锅眧，

*

有让锅有空馀，也
)

下一步巩固练习让学生学会填写表格作铺垫。】
让学生仔细观察，?思考：都是烙熟３张饼，

)

什
,

９分钟的方法会比１２分钟
的方法节省３分钟？

学生交流质疑，最後得出：９分钟烙的时候，每次锅眧都有两张饼在烙，只需要
烙３次，所以节省了时间。

小结：每次总烙（２ ）张饼，
.

让锅（有空馀），这样应该最省时间。
回顾刚才同学的汇报分享整个过程，

)

了能节省时间，我们要最大限度的利用
时间和空间。做这类事情时，重要的是：如何做到优化，省时、省能源。（板书）

【设计意图：如何快地烙三张饼，是本节课的难点。这眧通过让学生自己去
动手试一试，烙一烙，

&

一
&

的方法，让学生学生在直观中思考、在操作中发现，从
而感悟到简单的运筹思想。认识怎

,

样操作才是最优方案。使学生在实践中感悟
到解

!

问题策略的多样化与方法的合理性。】

三、巩固练习
（一）引导语
师：排在小东他们後面的是一个五人家庭，有爸爸妈妈和三个孩子，他们也准

备购买烙饼，问题来了，烙５张饼至少需要多少时间？请同学们小组互相讨论一
下，看看那组给出最优的方案，好让这个五人家庭也快速吃到美味的烙饼？

（二）烙５张饼最少需要多少时间？
师：那

,

烙５个饼你打算怎
,

烙？先烙几张？再烙几张？最少要用多少时间
呢？

交流报。
生：先烙２张用６分钟，再烙３张用９分钟，一共１５分钟。
【设计意图：以两三个饼的最优化方法

)

基础，拓展多张饼的最优化方案，这
眧完全放手让学生去研究发现规律，进一步体现了学习的自主性。】
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四、知识应用
（一）他们三个人都吃饱了，然後继续逛美食街。
师：澳门的美食节除了有吃的，还有＿＿＿＿＿＿＿＿？（生：玩的！）
看，他们来到一个?戏摊位。玩１局要５分钟，可以单人玩，也可以双人玩。

小东、小丽、小红一起玩，每人玩两局，至少需要多少分钟？
（二）大家能否用刚才学到的知识算算他们至少需要多少分钟。
怎样安排他们玩，才能让时间最少？
量让双人同时玩，这样省时间。

小东 小丽 小红
第一局 √ √

第二局 √ √

第三局 √ √

【设计意图：由於学生已经有了前面的规律，建立了数学模型，能很快正确地
计算时间。这样既能使所学知识得到巩固和应用，又可以发展学生的思维，开发学
生的睶能，培养学生的实践能力。】

五、小结
我们的日常生活与学习是紧密相连的，只要开动脑筋，让学习

)

我们生活服
务，相信大家的学习生活会更丰富，更精彩！

《烙饼问题》是新人教版小数教材第７
"

“数学广角”中出现的，而这个
#

容，在之前旧
版的教材中是

*

有出现过的。
)

什
,

新版教材中要增加“数学好玩”或“数学广角”呢？因
)

小学数学的课程标准变了！通过解读２０１１版课程标准，我们发现，编委们编制“数学好
玩”或“数学广角”等，意在体现《课程标准（２０１１版）》新增的“双基、双能”。基础知识、基
本技能要不要？要，但还不

4

。我们还要领悟数学的基本思想和积累基本活动经验。不光
要能分析问题、解

!

问题，还要能发现问题、提出问题。实现从“双基（基础知识＋基本技
能）”走向“四基（＋基本思想＋基本活动经验）”，从“两能（分析问题＋解

!

问题）”走向
“四能（＋发现问题＋提出问题）”。

“烙饼问题”的数学意义是什
,

？单单是解
!

“烙饼的问题”吗？学生
)

什
,

要学习
“烙饼问题”？（教师

)

什
,

要上这节课？）怎样才能算得上已经学清楚了“烙饼问题”？怎
样来感悟“优化”？（怎样才能算得上已经教清楚了这节课？）这是我在课前看到这个课题
後一直在思考的。也就是，我们通常所

&

的“是什
,

？”、“
)

什
,

？”、“怎
,

做？”。
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这节课主要结合日常生活经验，通过让已经有了一定的解
!

问题能力和基础的四年级
学生动手操作、交流辩论等学习活动，找到解

!

烙饼问题的不同策略，怎样合理安排操作最
节省时间，从而渗透统筹思想，让学生体会在解

!

问题中优化思想利用的重要性。形成从
多种方案中寻找最优方案的意识，提高解

!

问题的能力。
那

,

，“烙饼问题”到底是什
,

呢？是“烙”
)

关键？还是“饼”
)

关键？是让学生经历
一系列完整的“烙”的过程，从中体会转化、分类、最优等数学思想方法、积累动手操作和思
维活动经验重要？还是把饼弄熟，吃了就算？我想，这是毋庸置疑的，肯定是让学生经历一
系列完整的最优的“烙”的过程，从中领悟数学思想方法、积累活动和思维经验更重要。让
学生以饼

)

素材，烙中体验，烙出方法，烙出成功。
梁晓君老师结合本土的美食节题材，创设小东、小丽、小红参加美食节的情境，贯穿整

节课，以数学思想方法的学习
)

主瞃，从煮矱蛋的简单
I

习，引出“一对姐妹要等多久才能
同时吃到烙饼”的问题，借助小东、小丽、小红之手，引领同学们寻求解

!

问题的多种策略，
到找到最优化的可行方案，实在是令人耳目一新。

通过一对姐妹“要烙２张饼，需要几分钟？”预设出现的两种情癋：
①一张饼需要６分钟，烙两张饼需要１２分钟。
②可两张饼一起烙，先烙正面需要３分钟，再烙反面，又需要３分钟，共６分钟。

的策略比较，以及小东、小丽、小红“要烙３张饼，到底要用几分钟？”的预设方案：
①每次烙１张需６分，３张共需时间３ × ６ ＝ １８（分）。
②先烙２张需６分钟，再烙１张需６分钟，一共１２分钟。
③第一次：烙１、２号饼的正面，用３分钟。第二次：把２号饼暂时取出，把３号饼放入，

烙１号饼的反面和３号饼的正面，又用３分钟。第三次：取出１号饼，放入２号饼，烙２、３号
饼的反面，用３分钟。一共用９分钟。
的策略比较，进而到一个五人家庭“烙５张饼至少需要多少时间？”的问题解

!

策略：“先烙
２张用６分钟，再烙３张用９分钟，一共１５分钟。”

这种螺旋渐进式的问题显现，以两、三张饼的最优化方法
)

基础，拓展多张饼的最优化
方案，梁老师完全放手让学生去研究发现规律，进一步体现了学习的自主性。可谓环环相
扣、精彩纷呈。美中不足的是，形势大好、直捣

?

龙之际，教师错失良机，?
*

有顺时而动、
因机以发地引导学生趁势演绎归纳出烙饼的最短时间公式，令人徒呼奈何。

事实上，要烙２张饼，最少需要６分钟；（２ × ３）
烙３张饼，最少需要９分钟；（３ × ３）

之後，所有要烙的饼最少要用的分钟数都可以用“烙２张饼”和“烙３张饼”作
)

基本单位来
计算了。请看以下的情癋：

烙４张饼，相当於烙２张饼的２倍，最少需要１２分钟；（４ × ３）
烙５张饼，相当於烙２张饼与烙３张饼之和，最少需要１５分钟；（５ × ３）
烙６张饼，相当於烙２张饼的３倍，最少需要１８分钟；（６ × ３）
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烙７张饼，相当於烙２张饼的２倍与烙３张饼之和，最少需要２１分钟；（７ × ３）
烙８张饼，相当於烙２张饼的４倍，最少需要２４分钟；（８ × ３）
烙９张饼，相当於烙２张饼的３倍与烙３张饼之和，最少需要２７分钟；（９ × ３）
……

通过演绎归纳，就可以得到烙饼的最短时间＝（饼数）×（烙一面的时间）（一张饼除外）。
至於观看预先

1

的烙饼视频，则是显得有些重之嫌了。因
)

已经有不少学生能
4

正确解答出这个问题的结果，而且还让学生出来讲台面对全班同学作了解
&

，加上
/

大部
分的学生都

&

知道怎样操作了，除非还是有人不明白，才需要用到这个烙饼过程的视频。
对於学生的答题解

&

，一个在白板作口头讲解，一个在电脑平台操作仪器，加
+

团结协
作、增

+

团队合作，符合当今时代的社会实际情癋。因
)

个人英雄主义已经不适宜当下了，
社会需要团队协作合力解

!

问题的人才。
在饼的量词的使用方面，教案中有时用“张”，有时用“个”，建议统一用“张”。
课堂上通过列表来分类

&

明烙饼的多种情癋，梁老师渗透了统筹思想，这些做法从长
远而言会对接到高中数学的瞃性规划问题，也算是

)

学生以後学习更高层次的知识
#

容作
了打基础的铺垫。同时也教会了学生“同时烙”、“交替烙”的具体方法，引导学生具体问题
具体分析的思维品质。

我认
)

梁老师这一堂课是一节非常优质、实用、有效的公开课。这从学生在三人交替
进行“电玩日?”的练习中，把人比作成要烙的“饼”、把玩两次比作

)

要烙的“两面”中可见
一斑。

从板书中的“省时、省能源”可以看到，教师在学生学习过程中，不但渗透了统筹思想，
还薰陶了环保意识，给未来的主人翁建立了正确的社会价值观念，尤如在纷繁杂乱的思想
意识注入了一股清流的源泉，随师渗入课，润物细无声。

参考资料：
［１］澳门特

)

行政区教育暨青年局“教学设计
*

励计划”网页；
［２］澳门教业中学梁晓君老师公开课《“烙饼问题”》教案。

—６６—



常港澳小学“新思维数学”课堂教学邀请赛

２０１８年１２月１５日下午和１２月１６日上午，澳门数学教学研究学会在澳门高美士中学
举办“常港澳小学‘新思维数学’课堂教学邀请赛”。

江苏常州市博爱小学的潘雪琪老师以《秒的认识》作
)

展示表演课。
澳门濠江中学附属小学的庄淑兰老师以《推理》参加比赛，获一等

=

。
澳门花地玛圣母女子学校魏佩珊老师以《平行四边形的面积》参加比赛，获二等

=

。
参加比赛的还有：
香港英皇院同学会小学的赖永康老师以《速率》，参加比赛。
澳门浸信中学小学部的李

F

棉老师以《代数式（一）》，参加比赛。

评委：本会特邀
#

地及港澳著名数学教育专家担任本
(

评委．
１．首都师范大学数学学院　 方运加教授；
２．常州大学尝试教育科学研究院　 邱学华院长；
３．北京电子工业出版社数学编辑　 孙清先先生；
４．常州市市北实验初级中学　 钱秋芬校长；
５．史丰收速算法推广中心　 史丰宝主任。

下面是参加比赛获一等
=

，二等
=

和表演嘉宾的参赛教案，仅供参考。
（一）《推理》；
（二）《平行四边形的面积》；
（三）《秒的认识》。
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（一）教学活动教案

学校 澳门濠江中学
附属小学 班级 二年级 执教

教师 庄淑兰老师 科目 数学

单元
名称 推理 活动

名称 推理 日期２０１８年１２月１５日课时 １课时

活
动
目
标

１．通过观察、猜测等活动，让学
生经历简单的推理过程，理解逻辑推
理的含义，初步获得一些简单推理的
经验。
２．能借助语言描述等方式整理

资讯，?按一定的方法进行推理。
３．在简单推理的过程中，培养学

生初步的观察、分析、推理和有条理
地进行数学表达的能力。
４．使学生感受推理在生活中的

广泛应用，初步培养学生有顺序地、
全面地思考问题的意义。

该节课相对应之基本学力要求
项目编号 相对应之文字表述

Ｆ － １ － １
乐於参与数学学习活动，

表现积极的态度。

Ｆ － １ － ２
结合具体的生活情境，认

识数学与生活的联。

Ｆ － １ － ３

能在数学活动中与他人进
行交流，学会倾听和尊重他人
的观点。

Ｆ － １ － ４
能结合生活情境，体会数

学的美；

学
情
分
析

一年级已经渗透了找规律，而逻辑推理能力是人们生活、学习、工作中很重要
的能力。本单元主要要求学生能根据提供的资讯，进行判断、推理，得出结论，让学
生进行简单、有条理地思考。本单元的

#

容体现了教材在渗透数学思想方面做出
的一些努力和探索，把重要的数学思想方法通过学生日常中最简单的事例呈现出
来，?运用操作、实验、猜测等直观手段解

!

这些问题，初步培养学生有序地、全面
地思考问题的意识。

重
点
难
点

１、重点：经历简单的推理过程，初步获得一些简单推理的经验。
２、难点：初步培养学生有序，全面地思考问题及数学表达能力。

活
动
过
程

一、创设情境，引入课题（３分钟）：
１．师：喜欢看《熊出

*

》的动画版吗？是不是有两只胖乎乎的小夥，他们是
谁啊？

今天他们来到我们的课堂，请看大萤幕，这两个调皮的小夥跟咱们玩起捉迷
藏?戏，你们能猜出他们分

.

藏在哪个盒子眧？（学生自由猜）
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２．师：看来我们不能确定他们分
.

藏在哪个盒子眧？
那现在呢？（课件出示主题图）
小结：在猜事物的时候，根据有用的资讯作出准确的判断。
在猜熊大，熊二的过程中运用数学中———推理，我们这节课就来学习简单的推

理。
二、通过“猜一猜”活动，探究新知（３０分钟）：

（一）通过角色扮演，猜“熊大、熊二和光头
+

各拿了什
,J

色的水壶”
１．创设情境
用角色扮演，引出“熊大拿的是什

,J

色？”（出示ＰＰＴ）
（１）师：你们能猜猜熊二拿的是什

,J

色？光头
+

呢？学生自由猜
（２）每人只拿一个，要想猜对，我们该根据什

,

去猜？
２．讨论交流
让学生猜，?

&

出猜的理由。（讨论再报交流）
３．帮熊大、熊二和光头

+

找到各自的书包（做一做）
出示要求及提示，?要求学生

&&

想的过程。
提示１：我的号比１２大
提示２：我的号不是３乘４的积
学生根据提示进行猜测，推理，最後交流报。
４．师生共同总结
可以通过画表或连瞃的方法引导学生分析推理，感受在推理的时候应该像这

样找到关键资讯，按一定的顺序全面的思考，从而得出结论。

（二）巧妙破密码
１．师：来到森林学校，门需要解锁，密码藏在★後面。
学生独立完成，

&&

推理的过程。
三、灵活应用，解

(

问题（５分钟）：
１．师：森林学校“小侦探社”开班，有兴趣同学找王老师报名。
根据条件，寻找王老师在１—５号的几号课室眧？
（王老师：男，２０多岁，一米八左右）
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１号课室：我是男的
２号课室：我是２０来岁的姑娘
３号课室：我只有一米六左右
４号课室：我也是男的
５号课室：我３０多岁了，是１号课

室老师的妹妹
小组讨论，邀请学生报思路与

结果。
２．学儿哥
·我是一名小侦探，
·抓住瞃索认真想。
·能确定的先确定，
·能排除的再排除，
·剩下越少越好猜。

四、课堂总结（２分钟）：
１．这堂课你有什

,

收藏？
共同小结：在玩?戏过程中学会了数学思考，还学到了根据提供的资讯进行有

理有据地猜事物的方法。只要我们善於观察，勤於思考，一定会利用推理解
!

更多
的问题。

ＰＰＴ课件，信封，工作纸。
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《平行四边形的面积》教学设计

化地玛圣母女子学校 魏佩珊

教学
+

容：人教版数学五年级上
"

第８７ ～ ８８页例１。
教学目标：
１．学生经历探索平行四边形面积的计算公式的过程，掌握平行四边形的面积计算，能

解
!

相应的实际问题。
２．通过操作、观察和比较发展学生的空间观念，渗透转化思想，培养学生分析、综合、抽

象概括和动手解
!

实际问题的能力。
３．通过学生动手实践，培养学生的探索精神，感受数学与生活的密切联。
教学重点：探索?掌握平行四边形面积计算公式。
教学难点：理解平行四边形面积公式的推导过程。
教学方法：直观演示，引导发现。
学习方法：动手操作、自主探索、合作交流。
教学准备：多媒体课件、工作纸等。
学具准确：平等四边形纸片、三角板、剪刀。
基本学力要求：
Ｂ － ２ － ５会计算平行四边形、三角形、梯形的周长和面积。
Ｆ － ２ － １乐於参与数学问题的探究，体会其探索性和创造性。
Ｆ － ２ － ２通过观察、操作、概括、推理等学习过程，?解数学与日常生活的密切关。

教学过程：
一、复习铺垫（２分钟）：
教师引导学生回忆常用的面积单位、长方形面积公式以及平行四边形相对应的底和高。

二、巧设情境，铺垫导入（３分钟）：
师：同学们，大家喜欢听故事吗？
生：（喜欢）（课件出示一块长方形菜地和一块平行四边形菜地）
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师：这的“大小”指的是什
,

？（面积）
师：那长方形的面积怎

,

算？（板书：长方形的面积＝长×宽）
师：那我们会计算平行四边形的面积吗？（不会）
师：今天这节课我们就来研究平行四边形的面积。（板书：平行四边形的面积）

三、合理猜想，动手验证，获取新知（２０分钟）：
１．探索平行四边形的面积的计算方法。
（课件出示方格图）在方格纸上数一数，然後填写下表。（一个方格代表１平方米，不满

一格的都按半格计算。）

２．从上面的表格中，你发现了什
,

？
Ａ．观察：长方形的长是（　 　 ）米，平行四边形的底是（　 　 ）米，长方形的宽是（　 　 ）

米，平行四边形的高是（　 　 ）米。
Ｂ．猜测：谁能大胆猜想一下平行四边形的面积等於什

,

？
Ｃ．思考：通过剪和拼的办法将平行四边形转化成长方形，转化计算方法？
Ｄ．讨论：小组

#

讨论以下两个问题。
（１）拼出的长方形和原来的平行四边形相比较，面积变了

*

有？
（２）拼出的长方形的长和宽与原来的平行四边形的底和高有什

,

关？
３．得出结论?板书。

四、巩固运用、解
(

问题。（１０）分钟：
师：你们会计算平行四边形的面积了吗？（会）
师：现在我们再回过头来看顾看顾能不能解

!

小仪和小玲的困惑了？（出示情景图）
两块菜地的大小是什

,

关？
师：要求出平行四边形的面积，需要知道哪些条件？
平行四边形菜地的底是６米，高是４米，它的面积是多少？

Ｓ ＝ ａｈ ＝ ６ × ４ ＝ ２４ （平方米）
生：两块菜地的面积都是２４平方米，一样大，所以她们可以交

F

了。
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●　 巩固练习：
　 请口算下面每个平行四边形的面积。
　 判断题。
　 你能算出下面平行四边形的面积吗？

●　 拓展练习：
下面两个平行四边形的面积相等吗？它们的面积各是多少？

师：等底等高的平行四边形面积相等。

五、课堂总结，巩固新知（５分钟）：
回想一下刚才我们的学习过程，今天学会了什

,

（学生总结）？

六、课外延伸：
猜谜语?戏：有一个平行四边形，它的面积是１２平方分米，请你猜一猜它的底和高各

是多少？看谁猜出的答案最多。
底 …
高 …

—３７—



秒的认识

江苏常州市博爱小学 潘雪琪

一、教学
+

容：苏教版二年级上
"

第９２ ～ ９３页。
二、教材简析：
《秒的认识》是义务教育课程标准实验教科书二年级上

"

第九单元《时、分、秒》中的教
学

#

容，通过前两节课的学习，学生已经对１分钟、１小时持续的时间具有一定感性体验，知
道时与分之间的进率关，能正确认读几时几分。本节课是在学生已初步建立时、分概念
的基础上进行的顺势教学。通过学习使学生认识钟面上的秒针，?解时间单位秒，知道１
分期６０秒，初步建立秒的时间观念。经历联实际生活解

!

简单问题的过程，初步培养学
生的观察、交流、合作探究能力，?有效地促进个性思维的发展。让学生充分感受数学与生
活的密切联，激发学生珍惜时间的积极情感。

三、教学目标：
１．认识钟面上的秒针与时间单位秒，知道１分期６０秒。
２．通过观察与体验活动，逐步建立１秒的时间观念，体会秒在生活中的应用。
３．结合教学

#

容适时渗透珍惜时间的教育。
四、教学重难点：逐步建立秒的具体概念。
五、教具学具准备：
老师准备：多媒体课件，秒表、口算纸、跳绳、皮球、作业纸等。
学生准备：钟。
六、教学过程：
课前谈话。

一、延续情境，导入新课：
今天我们学什

,

？让我们用倒计时来迎接。
我们倒计时时，每数一个数用了多长时间？
“秒”也是一个时间单位，

)

什
,

不用“时”或“分”呢？揭示课题：“认识秒”

二、自主探索，合作求知：
（一）在钟面上认识秒。
让学生

&&

在钟上已经知道了哪些秒的知识？
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学生
&

到哪个，教师板书哪个。然後有序讨论。
先解

!

：哪根是秒针？秒针长得怎样？
再解

!

：秒针走一小格是几秒？
秒针走１大格是几秒？
如果钞针要走１０秒可以从几走到几？
你想让秒针从几走到几是多少秒
最後解

!

：秒针走一圈是多长时间？
让学生观察钟面，秒针走一圈有什

,

发现？
同桌先互相

&

一
&

，然後全班交流，得出１分期６０秒。
（二）体验感受，建立１秒的概念。
１．体验节奏：
你们能用声音和动作把１秒１秒的节奏表示出来吗？
指名孩子带著钟上来学一学。
让全班跟著动作做得好的孩子做一做。
让我们跟著大屏幕上的秒针，用自己喜欢的声音动作表示每一秒。
再指名两个背对大屏幕单独打出１秒１秒的节奏。
２．感受１０秒：
１０秒有多长呢？请小朋友闭上眼睛

KK

地听，当你认
)

１０秒到了就喊“停”。
你怎

,

知道喊“停”的？
得出方法：１秒１秒数，从１数到１０。
３．估计时间：
（１）不看钟面估一段时间有多长（２０秒），看看谁能估准。
（２）“长音王”到底一口气能“啊”多长。学生默数，老师按秒表计时。
（３）听一段３０秒的音乐，估计这段音乐有多长。
（三）３０秒活动体会１秒的价值。
１． ３０秒活动：
指名３个学生分

.

跳绳，拍球，做下蹲起立。
其他同学选择活动，看看３０秒能做些什

,

。
活动完後让运动的学生分

.&&

自己３０秒能拍几个球？跳几下绳？做几组下蹲起
立？

师归纳：１秒大约能跳２下绳，１秒大约能拍２个球，１秒大约做１组下蹲直立。
让其他孩子

&&

３０秒的时间做了些什
,

？
２． １秒能做些什

,

呢？学生体会到１秒很短。
然後出示课件：各行各业１秒

'

生的价值。
你们有什

,

想
&

的？
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时间是１秒１秒累积起来的，我们要珍惜每一分，每一秒。

三、联实际，巩固应用：
１．老师电脑上显示的时间是这样的，这上面的时间你们会读吗？
２．在括号

#

填上哪个时间单位比较合适呢？拿出作业纸先读一读，再想一想，最後填
一填。

（１）学生每天睡觉时间大约９（　 　 ）
（２）做一次深呼吸大约用了４（　 　 ）
（３）小明吃饭大约用了２５（　 　 ）
（４）

L

搏跳１０次大约用了８（　 　 ）

四、全课总结，拓展延伸：
１．总结：今天我们学习了秒，你们有哪些收？
２．延伸：出示前面记

1

“长音王”时间的秒表，你们看得懂吗？比秒更小的时间单位是
什

,

？有兴趣的可以课後研究。

附板书设计：

认识秒

秒针走一小格是１秒　 　 秒针走一大格是５秒

分针走一小格　 同时　 秒针走一圈　 　 走６０圈是１小时
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↓　 　 　 　 ↓

１分　 ＝ 　 ６０秒　 　 走１２０圈２小时

—６７—



澳门数学教育研究学会
联络地址：澳门殷皇子大马路１１号群发花园第一座１４楼Ａ
电话：８５３ － ２８９６５２５３，８５３ － ６６８７８５５３传真：８５３ － ２８７８８２５９

Ｅ － ｍａｉｌ：ｍａｃａｕｍａｔｈ＠ ｙａｈｏｏ． ｃｏｍ． ｈｋ ，ｉｎｗｍａｃａｕ＠ ｙａｈｏｏ． ｃｏｍ． ｈｋ
Ｗｅｂｓｉｔｅ：ｈｔｔｐ：／ ／ ｗｗｗ． ｍａｔｈｓｍｏ． ｃｏｍ ／

会务活动纪
#

２００２年
６月１７日 在鱶仔海岛公证署办理本会盰

"

手续．

２００３年
６月７日 举办“中国数学教学的双基原理─２００２年数学教育高级研讨班”──

会议精神传达报告会．
１２月１３、１４日举行中小学“数学开放题教学”专题研讨会及示范课．
１２月 《澳门数学教育》创刊号出版．

２００４年
４月１７日 举办“ＤＭ＿Ｌａｂ和动态数学教学”讲座．
９月３０日 赴杭州拜访教育研究中心，访问海宁市崇文实验学校及杭州市南宛

小学．
１０月９、１０日 举行“数学情景与提出问题教学”专题研讨会及示范课．

２００５年
３月２４ － ２８日赴贵阳、兴义市参观和交流，访问兴义八中和延安路小学．
４月１６日 与教育出版社合办“突破儿童数学思维空间”研讨会及《新思维数学》

教材展览会．
１１月２６、２７日举行“全国小学特级数学男教师教学风采展示”专题研讨会及示范课．
１２月２０ － ２８日前往武汉访问华中师范大学第一附属中学、东方红小学以及育才第二

小学．

２００６年
３月４日 举办“因材施教、拔尖保底──如何帮助数学差生学习”专题研讨会．

—７７—



４月１４、１５日 赴广东省河原市第二小学和河源市中学观课．
６月２５ － ２９日前往山东济南参观济南第十二中学和解放路第一小学．
１２月９ － １０日举行“国家数学教育高级研修班‘数学教师教育’澳门会议”．

２００７年
４月２８、２９日 与全国尝试教学理论研究会合办“两岸四地小学数学课堂教学观摩及

&

课比赛”．
７月４、５日 与澳门大学教育学院合办“有效的数学教学：一个国际视角”及“有效

数学教学实务：美国的经验”讲座．
７月３０日至
８月３日 访问陕西省西安市吉祥路小学、西安市第一中学、西北工业大学附小．
９月１日 举办“创造性数学的想法及方法运用”讲座．

２００８年
１１月１日 举办“小学数学专家讲座”．
１１月２２日 举办“中学数学教育改革成功经验介绍暨课堂教学展示”专题会议．

２００９年
５月２９日、３０日前往美国参加第３４

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），荣获国际组第一
名．

８月１５日～２０日访问内蒙古包头市铁路二中．
１１月１４日 举办“数学教学的有效性与开放性”研讨大会及示范课．
１２月５日、６日举办“第一

(

澳门小学数学优质课堂教学”评比大会．
（庆祝祖国成立６０盷年，澳门回归１０盷年，本会成立５盷年活动）

２０１０年
６月 成立“澳门数学

:

林匹克学会”，政府宪报刊登该会章程．
１１月２６日、２７日组织１８名数学优秀学生前往北京参加首

(

世界数学团体锦标赛．
１月１８日 华东师范大学聘请汪会长担任华东师范大学国际数学

:

林匹克研究
中心澳门实验培训基地主任．

２０１１年
１月２８日 「美国高中数学竞赛」澳门区代表队荣获澳门特区政府颁授功绩

=

状．
９月２７日、２８日与澳门大学教育学院合办“国际著名教育家苏霍姆林斯基教育理念介

绍会”．
—８７—



２０１２年
６月９日 举办“如何激发学生数学创造力讲座暨中学数学课堂教学展示”公

开课．
８月１ － ６日 赴吉林、延边中、小学进行学术交流．
１１月３ － ４日 举办“全国小学数学四大教学流派课堂教学展示课”．
１１月３日晚上举行庆祝本会成立十盷年晚宴，十盷年成果展．

２０１３年
４月６日 举办亚太区小学

:

数（澳门区）选拔赛．
４月１４日 进行中学第二十四

(

、小学第十一
(

“希望杯”澳门地区第二试
!

赛．
４月１６日 名誉会长陈明金先生宴请本会，表示对本澳数学教育的支持和鼓励．
５月１１日 举办“幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课”．
６月１日 赴新加坡参加２０１３亚太小学数学

:

林匹克总
!

赛．
５月３１、６月１日前往美国参加第３８

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），澳门队第二．
６月１５ － １９日举办数学实验———统计与概率工作坊．
７月１０日 澳门基金会

)

ＡＲＭＬ澳门队凯旋而归的健儿举行庆功宴．
７月１８日 举行希望杯、亚太区小学

:

数（新加坡）、数学大王赛颁
=

礼暨
（ＡＲＭＬ）美国高中数学竞赛成果

M

报会．
８月１ － ７日 赴哈尔滨、鸡西中、小学进行学术交流．
１１月１６ － １７日与澳门大学教育学院合办「尝试教学理论研究华人论坛」和幼儿教育

报告会．
１２月７ － ９日 举办「中学、小学数学

:

林匹克教练员考级盵书培训班」．
１２月 《澳门数学教育》第十一期出版．

２０１４年
１月１１日 举行「几何王」初中平面几何学习软件介绍会．
４月３日 拜访澳门基金会．
４月１３日 进行中学第二十五

(

、小学第十二
(

“希望杯”澳门地区第二试
!

赛．
４月１５日 拜访澳门教育暨青年局．
４月１７日至２１日赴台湾澎湖、高雄参访活动．
４月２６日 举办“史丰收速算法”介绍会．
５月３０ － ３１日前往美国参加第３９

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），澳门队第二．
６月１４日 举行「领导数学科组工作经验介绍会暨渖阳七中教学展示课」活动．
７月１１日 举行「几何王」初中平面几何学习软件培训班．
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７月１２日 举行希望杯、亚太区小学
:

数（新加坡）、数学大王赛、环亚太杯国际
数学赛、中小学数学

:

林匹克教练员考级盵书颁
=

礼暨（ＡＲＭＬ）美国
高中数学竞赛成果

M

报会．
８月１０ － １６日派学生前往四川西昌参加澳门基金会教科文中心航天团．
１０月１８日 举办＂熟能生巧数学观点讲座暨高中数学教学展示课＂ ．
１１月２２ － ２３、
２９ － ３０日 举办“史丰收速算法”导师培训班．
１２月６日、７日举办“第五

(

澳门小学数学优质课堂教学”评比大会暨全国协作区孔
子杯小学数学课堂教学大赛（澳门赛区）．

１２月 《澳门数学教育》第十二期出版．

２０１５年
１月１６日 拜访澳门基金会。
１月３１日 举行成立“史丰收速算法”培训基地新闻发?会。
４月１２日 进行中学第二十六

(

、小学第十三
(

“希望杯”澳门地区第二试
!

赛。
４月１９日 拜访澳门教育暨青年局。
５月１０日 汪会长参加上海“小学数学教师教育高级研修班”。
５月２３日 举行「任勇的数学教学主张」讲座。
５月２８ － ３１日前往新加坡参加第２６届亚太区小学数学

:

林匹克赛
!

赛。
５月２９ － ３０日前往美国参加第４０

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），澳门队重获冠军。
６月１３日 举行希望杯、亚太区小学

:

数（新加坡）、数学大王赛、环亚太杯国际
数学赛暨（ＡＲＭＬ）美国高中数学竞赛成果

M

报会。
６月３ － ７日 澳门大学教育学院与本会合办“数学整数教育＂专题研讨会。
６月６日 邀请意大利几何学专家和捷克数学家教育专家举行讲座。
６月２７日 往港参加史丰收速算两岸三地比赛。
７月１１日 与澳门大学教育学院、香港资优教育学会合办「环亚太杯国际数学邀

请赛总
!

赛」。
８月 《两岸三地升大数学教程》出版。
８月８ － １２日 澳门队赴桂林参加ＷＭＩ世界数学邀请赛。
８月１５ － ２０日赴陕西省进行学术交流。
１０月１７日 举办“幼儿教育报告会及幼儿史丰收速算法演示课”。
１２月５日、６日举办“第一

(

小学新思维数学“澳门杯”课堂教学大赛评比大会”。
１２月７日 获澳门特

.

行政区授予团队功绩
=

状。
１２月 《澳门数学教育》第十三期出版。
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２０１６年
１月１７日 举办“儿童资优培育”介绍会。
３月５日 举办“希望杯数学兢赛试题分析”讲座。
３月１９日 合办“中、小学数学实验和智力发展”专题讲座。
５月２６ － ２９日前往新加坡参加第２７届亚太区小学数学

:

林匹克赛
!

赛。
６月３ － ４日 前往美国参加第４１

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），澳门队获亚军。
６月１８日 举行希望杯、亚太区小学

:

数（新加坡）、数学大王赛、环亚太杯国际
数学赛暨（ＡＲＭＬ）美国高中数学竞赛成果

M

报会。
１０月２２日 举办“云南丽江市教育局讲座暨中学示范课”。
１１月１９日 举办“四川省成都市成华小学示范课”。
１１月２５ － ２９日前往马来西亚参加ＭＩＭＯ马来西亚国际

:

数竞赛。
１２月１０ － １１日举办第二

(

小学“新思维数学”澳门杯课堂教学比赛。
１２月 《澳门数学教育》第十四期出版。

２０１７年
３月１１日 庆祝十五周年会庆暨春茗聚餐。
５月２５ － ２８日前往新加坡参加第２８届亚太区小学数学

:

林匹克赛
!

赛。
６月２ － ３日 前往美国参加第４２

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ）。
６月１７日 希望杯、亚太区小学

:

数（新加坡）、数学大王赛、环亚太杯国际数学
赛暨（ＡＲＭＬ）美国高中数学竞赛成果

M

报会。
７月８ － ９日 举行首办「首

(:

林匹克数学三维杯环亚太国际邀请赛赛（２０１７）」。
９月１２日 拜访谭俊荣司长。
１１月４日 举办“海峡两岸小学数学课堂教学交流展示”。
１２月９日、１０日举办第三

(

小学“新思维数学”澳门杯课堂教学比赛。
１２月 《澳门数学教育》第十五期出版。

２０１８年
１月２８日 前往中山拜访华星幼稚园。
４月２８日 於圣玛大肋纳分校举办「世界七大数学死题破解演讲会」，邀请上海

崔荣琰先生来澳作数学难题破解示范。
５月２４ － ２９日前往新加坡参加第２９届亚太区小学数学

:

林匹克赛
!

赛，邵敏老师
带领（培正）

?

浩政，梁熙哲和（濠江英才）洪崇博同学，
?

浩政同学
获初赛白金

=

，洪崇博同学获金
=

，为澳门学界
6

光。
６月１ － ２日 组织本澳１９名数学优秀学生前往美国拉斯维加斯

#

华达大学拉斯维
加斯校区（ＵＮＬＶ）参加第４３

(

美国高中数学竞赛（ＡＲＭＬ），澳门队领
—１８—



队、教练汪甄南、施振雄、邓海棠、金鑫，李宝田校长、导师贺彩珍、刘淑
华，队员包括（濠江）高伟盛、袁浩轩、容逸朗、李俊盓、林潇、（培正）
唐健维、（菜农子弟）陈志豪、（镜平）何浩贤、陈明浩、廖俊龙、杨昊、
（劳校）黎智健、余文焯、（培道）廖汶锋、袁仲贤、冯懿、（圣保

N

）锺
梓珑、谭嘉盓。比赛完毕後，?览洛杉矶植物园和环球片场等景点。
澳门队於国际排名榜亚军，团体分数与中国队?列第一，

)

澳门学界
6

光。
６月３０日－
７月２日 与香港资优教育学会合办２０１８三维杯环亚太国际数学邀请赛（香港

举行），来自香港、澳门、上海、深圳、菲律宾、印尼等亚太十国、地区共
６００多名中小学生参加。培正中学施懿罡获初小组个人金

=

，澳门大
学附属应用学校王梓言获中小组个人金

=

，培正中学郑子谦获高小组
个人金

=

。
７月７日 於圣保

N

中学礼堂举行希望杯、数学大王国际邀请赛、环亚太杯国际
数学赛暨（ＡＲＭＬ）美国高中数学竞赛成果

M

报会。教育暨青年局梁
怡安处长

)

获得者及其教练员颁发
=

牌和证书。
５月２５ － ２８日前往新加坡参加第２８届亚太区小学数学

:

林匹克赛
!

赛。
６月

)

香港名创教育（文达出版社）编辑的澳门基力数学探知１Ａ和１Ｂ
出版。

６月１６ － １７日组织本澳幼稚园和小学数学老师前往深圳观摩交流，出席２０１８全国
史丰收数学速算法大

=

赛，同时参观史丰收教学基地。
１０月１３日 於濠江中学附属小学举办「使用漫画进行数学教学—来自新加坡的

经验」讲座，邀请新加坡南洋理工大学国立教育学院数学与数学教育
学系的卓镇南教授来澳介绍使用漫画进行数学教学。

１１月１０日 於濠江中学附属小学举办「世界数学难题一尺解第二次讲座」，再次
邀请上海崔荣琰先生来澳操作实习讲解会。

１１月２３ － ２７日汪甄南、贺彩珍和刘淑华老师带领６０位培正小学生和家长前往马来
西亚力行华小学参加第５

(

马来西亚国际数学
:

林匹克竞赛。
１２月８ － ９日 第二十八

(

「
M

业癧中学生常识问答比赛」数学命题，
)

协办单位。
１２月１５日、１６日於高美士中葡中学礼堂举办常港澳小学「新思维数学」课堂教学邀请赛。

进入
!

赛老师：
浸信中学李

O

棉老师，课题：小五〈代数式（一）〉
濠江中学附属小学庄淑兰老师，课题：小二〈推理〉
常州市博爱路小学潘雪琪老师，课题：小二〈「秒」的认识〉
化地玛圣母女子学校魏佩珊老师，课题：小五〈平行四边形的面积〉

—２８—



香港英皇小学赖永康老师，课题：小六〈速率〉
评委：方运加教授（首都师范大学数学系）、邱学华院长（常州大学尝
试教育科学研究院）、孙清先先生（北京电子工业出版社数学编辑）、
钱秋芬校长（常州市市北实验初级中学）、胡月媚（澳门数学教育研究
学会理事）。
评选结果：
一等

=

：庄淑兰老师
二等

=

：李
O

棉老师、魏佩珊老师
１２月 《澳门数学教育》第十六期出版。
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