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承蒙澳门数学教育研究学会汪甄南会长及理监事会的信任与支持�以及各位对我的厚
爱�我於 ���� 年 �� 月接任本会会长�在此我感谢荣誉会长汪甄南先生�顾问李宝田校长和
�

?玲老师�副会长伍助志先生�秘书长邓海棠博士�理事长伍剑佐博士�副理事长刘明艺
老师�林松孝老师�施振雄老师和各位理事�监事长刘淑华老师�副监事长胡汉贤老师和监
事贺彩珍老师曾经

�

本会所做的无私的工作�帮助及指导�向全体成员对本会的信任与支
持�致以衷心的感谢�

本会於 ���� 年 � 月由汪甄南先生成立��� 年来�在汪会长的带领下�本会组织?举办
了一系列活动���数学公开课比赛和教师培训�提升教师的数学和数学教学水平�促进其专
业发展���邀请

�

地�台湾�新加坡�乌克兰等地数学名师到澳门给本地老师做讲座�特
�

是 ���� 年 �� 月举办的国家数学教育高级研修班�数学教师教育��澳门会议��开拓了教师
的视野���带领本会会员�澳门教师到

�

地�台湾等地学习参访�深入了解?学习各地办学
理念�了解学生学习情癋�学习各地教师的教学经验���本会组织编写了�小学教育阶段数
学基本学力要求���澳门新思维数学�小学教材和�澳门基力数学探知�初中教材以及�数
学试题详解���升大数学教程�高中教材�

�

澳门的中小学数学课程建设做出了自己的贡
献���本会组织?举办各种数学竞赛活动�培训澳门学生参加国际数学比赛�多次获得一
等�二等

�

项���出版发行�澳门数学教育��提升数学教师的数学解题�教学反思和研究水
平�这些工作获得了澳门教育界的认同和赞许�本会於 ���� 年获特区政府授予团队功绩
�

状�不忘初心�本会一直致力於在保持华人数学学习传统的基础上�学习和吸收国
�

外
适合我们现实的数学教育理论和方法�在坚定地执行�一国两制�方针和�爱国爱澳�原则
下积极参与澳门教育事业�

�

澳门数学教育事业的发展发挥著重要的作用�

�

本会树立了
良好的声誉和形象�在此�请允许我对汪先生和各位会员表达最衷心的感谢和崇高的敬意�

过去三年�受新冠疫情影响�澳门社会和经济遭受到前所未有的?击�本会会员坚守教
学一瞃�坚持瞃上教学�支持特区政府和教育及青年发展局的各项抗疫防疫措施�克服重重
困难�群策群力�共同度过难关�今年年初�我们痛失郑志民先生�离世前�他仍然念念不
忘数学会的工作�在此�特向郑主任表示深深的感谢和深情的哀悼�

今年是疫情後的首年�新的传染病也时不时会在学校发生�各位工作在教学一瞃�仍然
要留意�疫情期间�尽管大家一直在努力完成教学进度�但教学效果

�

很难达到疫情前的
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澳门数学教育研究学会在会长江春莲带领下�本月二十日拜访中联办�获教育与青年
工作部副部长石书正接待�

新
�

会长江春莲汇报该会近二十年工作和取得的成果�在创会会长汪甄南带领下�该
会所作贡献两次获特区政府授予功绩

�

状�新一
�

领导层将积极配合国家及特区政府的
发展及政策�推动两地数学教育人才交流�

�

国家及特区培育具备坚实的数学基础�良好数
学能力的爱国爱澳人才�

秘书长邓海棠简介该会历史及活动项目�理事长伍剑佐介绍会务发展�期望在中联办
支持下�促进与国家不同省市的数学教研交流活动�

石书正希望该会把握时代发展机遇�坚定
�

国家及特区培育爱国爱澳人才�勉励该会
续发挥数学教育专业团体作用�加

�

教师培训工作和教学研讨活动�中联办也将积极协调�

支持两地在数学教育的学术交流�

���
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承蒙澳门数学教育研究学会汪甄南会长及理监事会的信任与支持!以及各位对我的厚
爱!我於"#""年%"月接任本会会长!在此我感谢荣誉会长汪甄南先生(顾问李宝田校长和
)

?玲老师(副会长伍助志先生(秘书长邓海棠博士(理事长伍剑佐博士(副理事长刘明艺
老师(林松孝老师(施振雄老师和各位理事!监事长刘淑华老师(副监事长胡汉贤老师和监
事贺彩珍老师曾经

$

本会所做的无私的工作(帮助及指导!向全体成员对本会的信任与支
持!致以衷心的感谢'

本会於"##"年'月由汪甄南先生成立'""年来!在汪会长的带领下!本会组织?举办
了一系列活动"%*数学公开课比赛和教师培训!提升教师的数学和数学教学水平!促进其专
业发展'"*邀请

#

地(台湾(新加坡(乌克兰等地数学名师到澳门给本地老师做讲座!特
*

是"##-年%"月举办的国家数学教育高级研修班#数学教师教育$+澳门会议*!开拓了教师
的视野'$*带领本会会员(澳门教师到

#

地(台湾等地学习参访!深入了解?学习各地办学
理念!了解学生学习情癋!学习各地教师的教学经验'+*本会组织编写了%小学教育阶段数
学基本学力要求&(%澳门新思维数学&小学教材和%澳门基力数学探知&初中教材以及%数
学试题详解&(%升大数学教程&高中教材!

$

澳门的中小学数学课程建设做出了自己的贡
献'/*本会组织?举办各种数学竞赛活动!培训澳门学生参加国际数学比赛!多次获得一
等(二等

'

项'-*出版发行%澳门数学教育&!提升数学教师的数学解题(教学反思和研究水
平'这些工作获得了澳门教育界的认同和赞许!本会於"#%/年获特区政府授予团队功绩
'

状'不忘初心!本会一直致力於在保持华人数学学习传统的基础上!学习和吸收国
#

外
适合我们现实的数学教育理论和方法!在坚定地执行#一国两制$方针和#爱国爱澳$原则
下积极参与澳门教育事业!

$

澳门数学教育事业的发展发挥著重要的作用!

$

本会树立了
良好的声誉和形象'在此!请允许我对汪先生和各位会员表达最衷心的感谢和崇高的敬意,

过去三年!受新冠疫情影响!澳门社会和经济遭受到前所未有的?击!本会会员坚守教
学一瞃!坚持瞃上教学!支持特区政府和教育及青年发展局的各项抗疫防疫措施!克服重重
困难!群策群力!共同度过难关'今年年初!我们痛失郑志民先生'离世前!他仍然念念不
忘数学会的工作!在此!特向郑主任表示深深的感谢和深情的哀悼,

今年是疫情後的首年!新的传染病也时不时会在学校发生!各位工作在教学一瞃!仍然
要留意'疫情期间!尽管大家一直在努力完成教学进度!但教学效果

"

很难达到疫情前的
)")



水平!很多学生面临课业压力和疫情带来的心理压力!我们需要在努力帮助他们提升学业
水平的同时!关心他们的身心健康'

今年也是澳门非高等教育中长期规划+"#"% ,"#$#*实施的第三年!我们新一
&

理监事
成员将齐心协力!在继续做好汪荣誉会长开拓的工作的基础上!不断拓展新的工作

#

容和
工作方式!特

*

是借助新媒体检讨数学教育现状!不断改进各级数学和数学教育课程(教学
与评估!提升澳门学生的数学思维能力!培养他们对数学学习的积极态度和坚

(

信念!

$

澳
门(

+

港澳大湾区和大中华地区的数学教育发展出一份力'

最後藉此机会衷心感谢澳门特区政府(澳门教育及青年发展局(澳门基金会(澳门各间
学校校长(副校长(主任和数学教师!以及来自各地的数学教育同仁一直以来对本会工作的
大力支持'

祝愿祖国富
(

昌盛(国泰民安!祝愿大家事业兴旺(身体健康(生活愉快,

)$)
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变式问题串课堂 寻规说理话数思

澳门培华中学!叶睿琳!张春燕老师
澳门大学教育学院 江春莲教授

!本文已提交澳门特别行政区教育及青年发展局作教研交流"

!导语""#"$年 "月 "%日!澳门培华中学进行了数学教研活动!期间叶睿琳老师就"数

列的概念#在高一文科班进行了公开课教学!随后该校数学组老师就教学活动的设计进行

了研讨$下面我们将先完整呈现这节课的教学流程!同时就其教学设计作些讲评!希望能

给一线数学老师带来一些启迪!特别是应用概念性变式进行教学问题的设计$

!教学目的" 这节课的知识与技能方面的目的有三%&&'理解数列的有关概念(&"'掌

握数列的分类(&$'掌握数列通项公式的概念!能够根据数列的前几项写出数列的一个通

项公式$过程与方法方面的目标是%经历)事实
!

概念*的概念形成过程!提升数学抽象的

核心素养$情感+态度与价值观方面的目标是%学会用联系的观点学习数学!形成自主探索

的学习习惯(感受数学文化的魅力!体会数学来源于生活!提高数学学习的兴趣$

!评语&"上面对这节课的)知识与技能*方面的目的写得比较清晰!而另两个方面可以

再具体一点$如在)过程与方法*方面的目标是%&&'经历)观察+分析具体实例
!

归纳+抽

象概念的本质属性*的概念形成过程!发展数学抽象思维能力(&"'经历)从特殊例子中归

纳出一般规律
!

用更多的例子对观察到的规律进行检验
!

生成一般规律*的思维过程!得

到数列的通项公式!提升学生的数学模式识别能力和数学建模能力$)情感+态度与价值

观*方面的目标是%&&'学会从特殊性看问题!在特例中寻找一般规律的数学思维习惯(&"'

感受数学文化的魅力!体会数学来源于生活又服务于生活!认识数学的广泛应用性+提高学

生数学学习兴趣$

!活动 &" 一天!侦探社的同学们收到一封神秘的信件$信件是这样写的%侦探社的同

学们!请你们团结合作!找到我!并说出我的秘密$

第一关%请各组同学分别找出下列八组问题中每道题的规律!根据该规律得到其中空

白处应该填入的数字!并计算同一组所填入的四个数字之和!八组问题的数字和按顺序写

出来便是通往下一关的密码$

,%,



$

��

"%活动%中主要的规律有"%*给出的数字全部相同!所以空白处也应该填入该
数字!以保证整齐划一-"*后项减前项得到的差全部一样!即等差数列+当然!这节课不宜
给出这个名称*!这里的差有%!"!$!/!!+!!/!%#等-$*隔项成规律的!如隔项的数相等!

或者隔项的数成#等差$的-+*完全平方数的!如第六组的第$*题!这里第一次出现!最好
按递增的顺序呈现!紧接其后的第+*题添加了负号'活动%

#################

的重点是用语言来描述每道题
的规律!并得到同组同学的认可!

############################

不认可的可以讲出自己的理由'

$

��

"%新知初探%)))数列的相关概念及分类
活动"则在总结活动%的基础上带领学生归纳出"+%*数列的概念(数列的第"项以及

数列的记号.#

"

/"#

%

!#

"

!#

$

!0'+"*数列的两个分类"按个数有限还是无限分为有穷数列和

)/)



无穷数列-按数列中前后项的大小递增(递减分为常数数列(递增数列(递减数列(摆动数列
等'之后是检测学生对这些概念理解的辨析问题和填空问题+如下*'

第二关"请同学们小组讨论!完成下列题目'

%(下列四项陈述中!正确的是+!!*

+$*所有数列可分为递增数列和递减数列两类'

+%*数列中的数由它的位置序号唯一确定'

+&*数列%!$!/!'与数列'!/!$!%是同一组数列'

+'*同一个数在数列中不可能重复出现'

"(下列数列中!既是无穷数列又是递增数列的是+!!*

+$*%!

%

"

!

%

$

!

%

+

!0

+%*#!!%!#!!%!0

+&*!+!!$!!"!!%!0

+'*%!"!$!+!0!$#

$(给出以下数列"

!

%!!%!%!!%!0

"

"!+!-!&!0!"###

#

&!&!&!&!0

$

#(&!#(&

"

!#(&

$

!#(&

+

!0!#(&

%#

其中!有穷数列为!!!!-无穷数列为!!!!-递增数列为!!!!-递减
数列为!!!!-常数列为!!!!(+填序号*

$

��

$%从新知部分可以看出!活动%中每组问题的设计充分考虑到了数列的各种类
型!并用具体的变式呈现出来'运用具体的概念变式+鲍建生!黄荣金!易凌峰!顾泠沅!

"##$*让学生抽象出概念的定义!并辅助数列概念的两种分类'概念学习后的课堂评估环
节!采用了判断题(选择题和填空题相结合的形式'如图%中的第%题!看起来是选择题!实
则是判断题'

$

��

$%新知初探")数列的通项公式
活动$是数列通项公式的定义和两个注意事项'数列的通项公式是表示数列.#

"

/的第
"项与它的序号"之间的对应关系的式子'两个注意事项是"+%*并不是所有的数列都有通
项公式-+"*同一数列的通项公式!其表达形式可以不唯一!例如数列!%!%!!%!%!!%!%!

0的通项公式可以写成#

"

)+!%*

"

(#

"

)+!%*

"*" 和#

"

)+,-"

!

等'

接下来是巩固练习'

第三关是同学们分组讨论并完成题目"北宋哲学家邵雍的诗%山村咏怀&"#一去二三
里!烟村四五家!亭台六七座!八九十枝花'$诗中涉及的数字依次为!!!!!!!!!!

这个数列的通项公式为"!!!!!!'

)-)



第四关是每组同学设计一组能够写出通项公式的数列!与其他组交换!为对方组别写
出他们所出的数列的通项公式'

$

��

+%考虑到学生从小学就有接触#找规律$的数字问题!在三个知识点中!数列的
通项公式是这节课的难点'所以此处宜借助活动%中的例子带着学生学会分析这些数列的
数字特点!从原来的对两相邻项数值关系的关注转到寻找序号"与#

"

的关系'为此!我们需
要从最简单的自然数数列开始!所以第三关是很好的例子!也可以在前面添加一项##$!或
者删除最前面一项#%$!仅仅移动一个数字!就会得到一个每项都不同的数列'为了便于学
生清晰看到"与#

"

的关系!需要像上面的表格一样!在前面加上一行代表"的值'

" % " $ + / - ' 0

.+"* % " $ + / - ' 0 .+"*)"

/+"* # % " $ + / - 0 /+"*)" !%

0+"* " $ + / - ' & 0 0+"*)" *%

为方便学生写出通项公式!我们在活动%的后面添加了四个空格!让学生在那里依次填
上相应数列的通项公式'

本节课选用的通项公式需要尽量简单!对学生来说是熟悉而又陌生的!如偶数数列"!

+!-!&!0-奇数数列"%!$!/!'!0-$的倍数!+的倍数等等'也可以让学生接触简单的完全平
方数数列!为后面的学习作点铺垫'

$

��

+%课堂小结并布置作业(

课堂小结部分是第五关!同学们自己总结本节课的知识点'作业是三角形数+如下图*!

该数列的通项公式可以通过数点的方法得到"#

"

)% *" *0 *"'这也是后面要学习的自然
数数列的前"项和'

传说古希腊毕达哥拉斯学派的数学家经常在
沙滩上研究数学问题!他们在沙滩上画点或用
小石子来表示数!如右图%!三角形点阵表示三
角形数!它们依次为!!!!!!!!!!!!

!!!这个数列的通项公式为!!!!!'

$

��

%本节课的活动%设计得很完美!既可以用来抽象出数列的概念!还可以用来讨
论数列的分类及通项公式'用它来贯穿整个课堂!课堂就会连贯顺畅起来'充分使用基于概
念性变式设计的问题!可以极大地提升课堂教学效率'最后!也可像第四关一样!让学生学
会自己出题!培养学生的创新能力和意识'

在活动%中!老师需要给学生足够的时间让学生观察其中的数字排列规律!并用语言叙
述出来'此时学生所描述的规律!大多会按小学学到的方法!即如何从前项得到后项!而数
列的通项公式则是#

"

与序号"之间的函数关系!所以确定数列的通项公式时!需要在前面

)')



加一行"值%!"!$!0!帮助学生观察#

"

与"的关系!并用语言和数学表达式表示出来!发展
学生的数学思考能力和数学交流能力'

��{�

!

WXY

$

Z[\

$

]^_

$

`ab

!"##$"(

cdefgU

!

h

"(

ifef

$ "##$!""$ - !%#$ "$(

)&)



"#""

;<=>?"@%ABCDEFG

'(HIJ/K;.*&L MNO

澳门四校联考制度实行至今!已经有-年的运行经验了'每年保送过後!失意落选的考
生就要面对全澳高考学子进行竞

,

!参加四校联考!向自己的升学目标努力奋'

作
$

必考科目的教师!笔者也想
$

广大莘莘学子做些事情!冀能给他们考题的方向上(

解题的方法上(高效解
-

问题的技能技巧上提供帮助'有见於此!下面奉上"#""年澳门四校
联考数学正卷的#考纲知识考点分?统计表$及#解题攻略$!希望对他们有用(对他们的
教师教学有用'

[\��������`a�����

"

��

&"

��� 

#

¡¢qq�qk £¤qq�qk

%(基本概念
.

实数系统-集合的概念及集合的运
算!交集(?集(补集和差集'伟恩图!数学归纳
法'

%(空集的正确表示'

/(用数学归纳法证
明整除问题'

"(百分数
.

百分数的意义及其在日常生活中的应
用-盈亏(折扣(单利息和利息(增长和折旧'

%%(入座位置的最多即
利润最大化问题'

$(比(比例及变数
.

变数法(正变(反变(联变及
部分变'

+(多项式及有理分式
.

多项式的运算!长除法及
综合除法-因式分解

.

因式定理及馀式定理!最
高公因式+1(&(2(*及最小公倍式+3(&(4(*-

平方差公式!立方和及立方差公式!部分分式'

$(多项式余式定理+同
余*'

/(一元二次方程及二次函数
.

方程的解与判
*

式的关!二次方程的求根公式-根与系数的关
-会用配方法求二次函数的极值'

/(方程有实根!求字母
参数的取值'

%"(韦达定理与算术平
均数'

%(二次函数解析式!

图象平移!函数最
值'

-(指数及根式
.

指数定律-二次根式的简化与运
算-二项不尽根的平方根'

+(二重根式的化简求
值'

'(代数不等式
.

代数不等式和
/

对不等式的运
算及其解集-解一元一次或二元一次不等式组!

包括用几何方法求解-在瞃性规划问题的应用'

"(不等式性质的应用'

.(瞃性规划约束条件
组的可行域'

).)



&(对数函数与指数函数
.

对数及指数的性质!

0

底公式!自然指数函数-在增长及衰变过程的应
用+包括连续利息*!解指数方程及对数方程'

-(指数对数式的转化
运算'

%+(指数方程求解'

.(非瞃性方程
.

解分式方程及无理方程'

%#(排列与组合
.

基本概念!二项展开式'

%%(数列与首"项和
.

等差数列及等比数列的通
项公式!首"项和及等比数列无穷项和'

"(等比等差数列的
通项公式及求前"

项和'

%"(平面几何
.

+$*直瞃图形
.

三角形及凸多边
形

#

角和-直瞃及角的性质和定理-相似三角形(

全等三角形-勾股定理-三角形(正方形(矩形(菱
形及平行四边形的性质-中位瞃定理及截距定
理'+%*圆

.

圆(弦及弧的性质-圆心角(圆周角(

圆
#

接四边形(外接圆-弧长及扇形面积'

'(三个圆互切求半径'

%$(三角
.

角度制及弧度制的关-三角函数与
三角恒等式!合角公式及半角公式-辅助角公
式-三角形面积-正弦定理(馀弦定理-反三角函
数的定义!含一个未知数的三角方程的求解'

%/(方位角和余弦定
理'

+(三角函数求值!三
角方程求解'

%+(解析几何
.

+$*直角坐标系!两点的距离!瞃
段的定比分点-直瞃的斜率及截距!直瞃方程的
不同表达式-两瞃平行与垂直'解不多於三个未知
数的瞃性方程组'+%*圆的标准方程(一般方程(

图形的性质-椭圆(双曲瞃(

1

物瞃的定义和标准方
程(图形和性质'直瞃与圆锥曲瞃的相交'

%#(求直瞃的垂瞃!以
及与另一直瞃的交点'

$(椭圆方程!直瞃与
椭圆相交'

%/(函数图形
.

一次(二次及三次函数!有理函
数(对数及指数函数!正弦(馀弦及正切函数的描
绘-对称(平移(伸展(收缩及反射等技巧的运用-

用图解法求解含一个未知数的方程组'

%-(概率和统计
.

随机试验!结果和事件-概率加
法规则和乘法规则-中心倾向的度量!!!算术
平均数!

2

数及中位数-离散度的度量!!!极
差!方差及标准差'

&(独立重试验的概
率'

%"(韦达定理与算术平
均数'

%$(数字排列和概率'

)#%)
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%(在下列集合中!表示空集的是
$(.#/!!!! %(.5"-6"5*+,-5)$/!!!!&(.5"5

"

!% )#!5

$

7/

'(.8/ 9(.+5!:*"5

"

*:

"

)#!5

$

7!:

$

7/

X®

!本题考查空集的概念!是集合部分最基本的知识能力要求'

£¯

%"

°±²£

#!由-6"5*+,-5)槡"-6" 5*

!( )
+

$

1!槡"!槡"2!

而$

%

1!槡"!槡"2!
从而.5"-6"5*+,-5)$/)8(选%'

£¯

""

³±U´

#!显然!$!'都不是空集!可以排除-

&中!5

"

!% )#!解得5);%!即.5"5

"

!% )#!5

$

7/).!%!%/

&

8!可以排除&-

9中!5

"

*:

"

)#!解得5):)#!即.+5!:*"5

"

*:

"

)#!5

$

7!:

$

7/).+#!#*/

&

8!可以排除9-

综上所述!得%

$

所求'

"(若# <=<#及><#!下列哪一个不等式是正确的3

$(

=

#

<

=*>

# *>

!!%(

#

=

?

# !>

=!>

!!&(

=

#

?

=*>

# *>

!!'(

#

=

<

# !>

=!>

!!9(以上皆非
X®

!本题考查不等式的运算性质!侧重於乘法和除法方面的应用'

£¯

%"

µ�¶·¯

#!由# <=<#及><#!得#><=><#!

得#>*#=<=>*#=<#!得#+>*=*<=+>*#*<#!

全式除以#+>*#*!得=*>

# *>

<

=

#

!故而选&'

£¯

""

¸¹U´¯

#!由# <=<#及><#!不妨取由# )"!=)%及>)$!

对於$!

=

#

)

%

"

<

=*>

# *>

)

+

/

!不成立-

对於%!

=

#

)

%

"

?

# !>

=!>

)

%

"

!不成立-

对於&!

=

#

)

%

"

?

=*>

# *>

)

+

/

!成立!从而9不成立-

对於'!

=

#

)

%

"

<

# !>

=!>

)

+

/

!不成立-

综上所述!得&

$

所求'

$(若多项式5

$

*$5

"

*#5*=分
*

被5!"及5*%除!馀数相等'求#之值'

$(+!!!%(!$!!!&(!+!!!'(.!!!9(!-

)%%)



X®

!本题考查一元高次多项式的余式定理!一般把两个式子联立成方程组求解即可'

£

!设.+5*)5

$

*$5

"

*#5*=!

得.+"*)& *%" *"# *=!

及.+!%*)!% *$ !# *=!

相
3

得%& *$# )#!得# )!-!选9'

+( ' ! 槡槡+ $ )

$(槡$ !槡"!!%(" !槡$!!&(槡$ !"!!'(" !槡-!!9(" ! 槡" $

X®

!本题考查二重根式的化简!一般的解题方法是配方去
/

对值化简即可!但是要注
意正负'

£¯

%"

º»¼½¯

#! ' ! 槡槡+ $ ) "

"

!"4"4槡$ *+槡$*槡 "

) +" !槡$*槡 "

)" !槡$!
选%'

£¯

""

¾»U´¯

#!由' ! 槡槡+ $ <#!

而槡$ !" ?#!" !槡- ?#!" ! 槡" $ ?#!可以排除&('(9!

又
' ! 槡槡( )

+ $

"

)' ! 槡+ $!

对於$!槡$ !槡( )
"

"

)/ ! 槡" -

&

' ! 槡+ $!可以排除$!

故而选%'

/(若方程@5

"

!"+@*$*5*@!% )#有实根!求@的取值范围'

$(#

'

@

'

/

'

!!%(@

(

!

/

'

!!&(!

/

'

'

@

'

%!!'(@

(

!

.

'

!!9(以上皆非
X®

!本题考查方程的实数根的个数!要注意看清是一元一次方程还是一元二次方程'

£

!+%*若A)#!得# !"+# *$*5*# !% )#!原方程是一元一次方程!

解得5)!

%

-

!方程有实根!满足条件-

+"*若@

&

#!原方程是一元二次方程!

由
) (

#!得1!"+@*$*2

"

!+@+@!%*

(

#!

整理得'@*.

(

#!得@

(

!

.

'

!从而@

(

!

.

'

且@

&

#-

综合+%*+"*!得@

(

!

.

'

!故而选''

-(已知"

#

)/

=

)槡%# !则%

#

*

%

=

之值是多少3

)"%)



$("!!!%(%!!!&(槡"!!!'(

槡"
"

!!!9(

%

"

X®

!本题表面上看是指数问题!实则考查指数问题对数化!需要熟悉对数的运算法则'

£

"

¼¿`¯

#!由"

#

)槡%#!得B,/

" 槡%# )#!得# )

B/ 槡%#
B/"

)

%

"

B/"

)

%

"B/"

!得%

#

)"B/"!

由/

=

)槡%#!得B,/

/ 槡%# )=!得=)

B/ 槡%#
B//

)

%

"

B//

)

%

"B//

!得%

=

)"B//!

从而%

#

*

%

=

)"B/" *"B// )"+B/" *B//*)"!故而选$'

'(图中三个圆及瞃段$%互切'两个大圆半径分
*$

$单位及+单位'求小圆的半径'

$(&+ ! 槡+& $!!%(槡" !%!!&(槡" " !"!!'(- ! 槡+ "!!9(+" ! 槡"+ $

X®

!本题纯粹是初中平面几何勾股定理的应用问题!但是涉及代数的方程组求解!运
算量相当庞大!且不易计算!运算结果也比较偏颇!不

4

正路'

£

!可以把以下的结论结合解题'

+%*如图所示!圆C

%

和圆C

"

外切於点A!它们的半径分
*$

D

%

(D

"

!

$%是它们的外公切瞃!$(%分
*

是切点!求$%'

£®

!连接$C

%

和%C

"

!作C

"

'

*

$C

%

於'-

易知$%C

"

'是矩形!

所以C

"

')$%!C

"

%)$'-

由於两圆半径分
*$

D

%

(D

"

!

於是C

%

C

"

)D

%

*D

"

!C

%

')D

%

!D

"

-

由於
)

C

%

C

"

'是直角三角形!

所以C

"

'

"

*C

%

'

"

)C

%

C

"

"

!

即C

"

'

"

*+D

%

!D

"

*

"

)+D

%

*D

"

*

"

!解得C

"

')" D

%

D槡"

!得$%)" D

%

D槡"

-

+"*如图所示!已知圆C

%

(圆C

"

和圆C

$

两两相切!且与同一直瞃相切'

它们的半径分
*$

D

%

(D

"

(D

$

!求证"

%

D槡%

*

%

D槡"

)

%

D槡$

'

)$%)



£®

!设这三个圆与直瞃的切点分
*$

1

%

(1

"

(1

$

!

由+%*的结论!可以知道1

%

1

"

)" D

%

D槡"

!

1

"

1

$

)" D

"

D槡$

!

1

%

1

$

)" D

%

D槡$

'

由图可知!1

%

1

$

*1

"

1

$

)1

%

1

"

!

於是" D

%

D槡$

*" D

"

D槡$

)" D

%

D槡"

!

即%

D槡%

*

%

D槡"

)

%

D槡$

'

由上述+%*+"*的结论!设所求小圆的半径
$

!得%

槡$
*

%

槡+
)

%

槡D
'!

解得D)&+ ! 槡+& $ !从而选$'

À£

!如图!设半径分
*$

$单位及+单位的两个大圆圆心分
*$

&('!

设所求小圆圆心
$

A!半径
$

D'

分
*

作&9

*

$%於点9!作'2

*

$%於点2!作A1

*

&9於点1!

作AE

*

'2於点E!作&F

*

'2於点F!作A4

*

$%於点4!

连结&'(&A('A'

设94 )5!42):'

则在7G

)

&F'中!&F)92)5*:!

&')$ *+ )'!'F)+ !$ )%!

得+5*:*

"

)'

"

!%

"

)+&!!!

!

在7G

)

&1A中!19)A4)D!&1)$ !D!

1A)94 )5!&A)$ *D!

得+$ *D*

"

)+$ !D*

"

*5

"

!得%"D)5

"

!!!

"

在7G

)

'EA中!E2)A4 )D!'E)+ !D!EA)24 ):!'A)+ *D!

得++ *D*

"

)++ !D*

"

*:

"

!得%-D):

"

!!!

#

#

H

"

得:

"

5

"

)

%-D

%"D

)

+

$

!从而:

5

)槡+

$

)

槡" $

$

!得:)

槡" $

$

5!!!

$

$

代入
!

得
5*

槡" $

$

( )5
"

)+&!得$ * 槡" $( )
$

"

5

"

)+&!得" *槡$
槡( )
$

"

5

"

)+&!

得+" *槡$*"

$

+" !槡$*"

5

"

)+&+" !槡$*"

!得5

"

)$ I+&+" !槡$*"

!!!

%

%

代入
"

!得%"D)$ I+&+" !槡$*"

!

得D)%"+" !槡$*"

)%"+' ! 槡+ $*)&+ ! 槡+& $!从而选$'

)+%)



&(约翰在一次?戏中胜出的概率是%

+

'他在连续三次?戏中胜出至少一次的概率是多少3

$(

%

-+

!!!%(

"'

-+

!!!&(

$/

-+

!!!'(

$'

-+

!!!9(

+$

-+

X®

!本题考查"次独立重试验事件的概率!可以考虑直接分类相加或者间接排除相
3

!用相应公式求解'

£¯

%"

°±XÁÂÃ²£

#!

A+胜出至少一次*)A+胜出一次**A+胜出两次**A+胜出三次*

)A

$

+%**A

$

+"**A

$

+$*

)&

%

$ ( )%

+

%

% !( )%

+

"

*&

"

$ ( )%

+

"

% !( )%

+

%

*&

$

$ ( )%

+

$

% !( )%

+

#

)$ I

%

+

I( )$

+

"

*$ I( )%

+

"

I

%

+

*( )%

+

$

)

$'

-+

!从而选''

£¯

""

³±U´ÂÄ²£

#!

A+胜出至少一次*)% !A+#次胜出*)% !A

$

+#*)% !

% !( )%

+

$

)

$'

-+

!从而选''

.(下图中!哪一区域是不等式组
:!"5

'

+

5*:

(

/

:!"

(

{
#

的解集3

$(

&

!!!%(

'

!!!&(

(

!!!'(

)

!!!9(以上皆非
X®

!本题是瞃性规划问题!考查约束条件不等式组的可行域'

£

!排除法!

对於点+#!#*!满足:!"5

'

+!从而:!"5

'

+的区域在:!"5)+的右下方!可排除
J(JJ-

对於点+#!#*!不满足5*:

(

/!从而5*:

(

/的区域在5*:)/的右上方!可排除
JJJ-

对於点+#!#*!不满足:!"

(

#!从而:!"

(

#的区域在:!" )#的上方!故而选''

)/%)



%#(已知直瞃3穿过点+%!"*!?与直瞃"5!$:)+垂直'直瞃3和:轴相交於
$(+#!

'

"

*!!!%(+#!

/

"

*!!!&(+#!$*!!!'(+#!!

%

"

*!!!9(+#!

$

"

*

X®

!本题考查两条直瞃垂直的位置关!以及求两条直瞃的交点坐标'

£

!由直瞃"5!$:)+!得斜率
$

"

$

!从而直瞃3的K)!

$

"

!

得直瞃3

$

:!" )!

$

"

+5!%*!令5)#+:轴*!得:)

'

"

!选$'

%%(已知某室
#

表演场所观
2

席有-+##张座椅!场
#

每行都有座椅$"张'

$

了配合现行防
疫社交距离措施!同一行最多可有连续+张座椅被?用'根据以上要求!每场表演的入座人
数最多

$

$(/###!!!%(/"##!!!&(/+##!!!'(/-##!!!9(/&##

X®

!本题结合当前的疫情环境!考查入座位置的最多即利润最大化问题'

£

!由题设!得每行最多可坐+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

"!共"-人!

有-+## H$" )"#行!得每场表演的入座人数最多
$

"# I"- )/"##人!选%'

%"(若方程$5

"

!&5*>)#的两个实根
$

5

%

和5

"

'若%

5

%

和%

5

"

的算术平均数
$

"!则>之值
是多少3

$(!"!!!%(!%!!!&(+!!!'(%!!!9("

X®

!本题结合了一元二次方程的根与数的关!考查了最基本的算术平均数的统
计问题'

£

!由方程$5

"

!&5*>)#的两个实根
$

5

%

和5

"

!

根据韦达定理!得5

%

*5

"

)

&

$

!5

%

5

"

)

>

$

!

由%

5

%

和%

5

"

的算术平均数
$

"!得
%

5

%

*

%

5

"

"

)"!

得5

%

*5

"

5

%

5

"

)+ !得
!

!&

$

>

$

)+!得&

>

)+!得>)"!选9'

%$(从%!"!$!+!/中先後选取两个不同数!分
*

作
$

一个两位数的十位和个位!此两位数小
於+# 的概率

$

$(

%

/

!!!%(

"

/

!!!&(

$

/

!!!'(

+

/

!!!9(%

)-%)



X®

!本题考查了数字排列和概率问题!不偏不倚!中规中矩!会较受学生欢迎'

£

!由&

%

$

&

%

+

&

%

/

&

%

+

)

$

/

!选&'

%+(方程-

5

!"

5

)"

5*%

!-

5*%

*"

5*" 的解
$

$(5)!%!!!%(5)!

%

"

!!!&(5)#!!!'(5)

%

"

!!!9(%

X®

!本题是纯粹的指数方程问题!难度不大'

£¯

%"

¸¹U´¯

#!不妨取5)# !方程成立!其他数值不成立!选&'

£¯

""

°±£»Å

#!由原方程得-

5

*-

5*%

)"

5

*"

5*%

*"

5*"

!

得-

5

+% *-*)"

5

+% *" *+*!得-

5

)"

5

!

得$

5

I"

5

)"

5

!得$

5

)%!得5)#!选&'

%/(彼得先面向正东方走了"公里!然後他向右转了%/#度?走了$公里!结果他离出发点
恰好

$槡$公里'求"之值'

$(槡$ $!!!%(

槡$
$

!!!&(

%

$

!!!'($!!!9(槡" $或槡$
X®

!本题明面上是考查地理位置方位角问题!实则巧妙结合了三角函数的余弦定理!

运用一元二次方程求根+也可因式分解*!还要检验两个实根的可行性!有一定的难度'

£

!由余弦定理!得+,-$#L)

"

"

*$

"

!+槡$*"

" I$ I"

!得"

"

! 槡$ $" *- )#!解得" ) 槡" $或槡$!
如图!选9'

¥Æ§X £¤q

'

%(已知二次函数.+5*)#5

"

*=5*+的图像&通过点+/!#*!对称轴
$

5)"!且.+5*有最
小值!.'

+#*求#(=和+之值'+$分*

+=*将图像&向左平移$个单位!再向上平移$个单位!求所得图像的函数表达式'+"

分*

)'%)



++*设函数/+5*).+$-6"5*!求函数/+5*的最大值和最小值'+$分*

£

!+#*由对称轴5)"!.+5*最小值
$

!.!

设二次函数顶点式.+5*)#+5!"*

"

!.!

由.+/*)#!得#+/ !"*

"

!. )#!得# )%!

则.+5*)+5!"*

"

!. )5

"

!+5!/!

故# )%!=)!+!+)!/'

+=*把&向左平移$个单位!

得0+5*).+5*$*)+5*$*

"

!++5*$*!/ )5

"

*"5!&!

再把图像向上平移$个单位!得1+5*)0+5**$ )5

"

*"5!/'

++*/+5*)+$-6"5*

"

!++$-6"5*!/ ).

-6"5!( )"

$

"

!.!

因
$

!%

'

-6"5

'

%!

当-6"5与!

"

$

同号取-6"5)!%时!/+5*

>#5

).

!% !( )"

$

"

!. )%-!

当-6"5与!

"

$

?号取-6"5)%时!/+5*

>#5

).

% !( )"

$

"

!. )!.!

故函数/+5*的最大值和最小值分
*$

%-和!.'

Ç

!原卷所附参考答案如下"

+#*由题意知
"/# */=*+)#

=)!+#

+# *"=*+)!

{
.

!

解得
# )%!=)!+!+)!/'

因此所求函数解析式
$

.+5*)5

"

!+5!/'

+=*:)+5*%*

"

!- )5

"

*"5!/-

++*/+5*)+$-6"5*

"

!++$-6"5*!/ )+$-6"5!"*

"

!.'

由於!$

'

$-6"5

'

$!"

$

1!$!$2!函数/+5*在$-6"5)!$处取得最大值!即
4#5/+5*).+!$*)%- '

函数/+5*在$-6"5)"处取得最小值!即
46"/+5*).+"*)!.'

"(设.#

"

/

"

(

%

是首项
$

%的等比数列'数列.=

"

/

"

(

%

满足=

"

)

"#

"

+

'已知#

%

!+#

"

!%-#

$

成等差
数列'

)&%)



+#*求.#

"

/

"

(

%

和.=

"

/

"

(

%

的通项公式'+$分*

+=*求.#

"

/

"

(

%

的前"项和M

"

及.=

"

/

"

(

%

的前"项和N

"

'+/分*

£

!+#*" I+#

"

)#

%

*%-#

$

!得&#

%

O)#

%

*%-#

%

O

"

!解得O)

%

+

!

故#

"

)% ( )%

+

"!%

)( )%

+

"!%

!即=

"

)

"

+

( )%

+

"!%

)"( )%

+

"

-

+=*M

"

)

% % !( )%

+

( )"

% !

%

+

)

+

$

!

%

$

( )%

+

"!%

!

N

"

)% ( )%

+

*" ( )%

+

"

*$ ( )%

+

$

*0 *"( )%

+

"

!!!+%*

%

+

N

"

)% ( )%

+

"

*" ( )%

+

$

*0 *+" !%*( )%

+

"

*"( )%

+

"*%

!!!+"*

+%*!+"*!得$

+

N

"

)

%

+

*( )%

+

"

*( )%

+

$

*0 *( )%

+

"

!"( )%

+

"*%

!

$

+

N

"

)

%

+

% !( )%

+

( )"

% !

%

+

!"( )%

+

"*%

!

N

"

)

+

.

!

%

$

( )%

+

"!%

!

"

$

( )%

+

"

'

Ç

!原卷所附参考答案如下"

+#*设#

"

)#

%

O

O!%

!由#

%

!+#

"

!%-#

$

成等差数列知%-#

$

*#

%

)&#

"

!

即%-#

%

O

"

*#

%

)&#

%

O'由於#

%

)%!可得O)

%

+

'因此

#

"

)( )%

+

"!%

!=

"

)

"

+

"

'

+=*由等比数列前"项和公式得!

M

"

)

+

$

% !

%

+

( )"

'

由
N

"

)

%

+

*

"

+

"

*

$

+

$

*

+

+

+

*0 *

" !%

+

"!%

*

"

+

"

!!!+%*

我们有
+N

"

)% *

"

+

*

$

+

"

*

+

+

$

*0 *

"

+

"!%

!!!+"*

+"*式
3

去+%*式得
$N

"

)% *

%

+

*

"

+

"

*

$

+

$

*0 *

%

+

"!%

!

"

+

"

'

).%)



因此
N

"

)

+

.

% !

%

+

( )"

!

"

$4+

"

'

$(已知椭圆&"

5

"

=

"

*

:

"

#

"

)%+# <=<#*的离心率
$

槡"
"

!且点+槡" "!+*在&上!

+#*求&的方程-+$分*

+=*设直瞃3":)K

%

5*=不通过原点C且不平行於坐标轴'直瞃3与&有两个交点$!

%!瞃段$%的中点
$

4!直瞃C4的斜率
$

K

"

!证明"K

%

K

"

)!"-+/分*

£

!+#*

+

#

)

槡"
"

!则+

"

)

%

"

#

"

'

因
$

#

"

)=

"

*+

"

!即#

"

)=

"

*

%

"

#

"

!

得#

"

)"=

"

!则&的解析式
$

5

"

=

"

*

:

"

"=

"

)%!

图像过+槡" "!+*!即&

=

"

*

%-

"=

"

)%!

解得=

"

)%-!故解析式
$

5

"

%-

*

:

"

$"

)%-

+=*&的解析式
$

"5

"

*:

"

)$"!设$!%的中点4的坐标
$

+5

#

!:

#

*!

"5

"

%

*:

"

%

)$"!!!+%*

"5

"

"

*:

"

"

)$"!!!+"

{
*

+%*!+"*得!"+5

%

*5

"

*+5

%

!5

"

**+:

%

*:

"

*+:

%

!:

"

*)#!

由5

%

&

5

"

!"+5

%

*5

"

**+:

%

*:

"

*

:

%

!:

"

5

%

!5

"

)#!

"

,

"5

#

*":

#

,

K

%

)#!即K

%

)!

"5

#

:

#

!

而K

"

)K

C4

)

:

#

!#

5

#

!#

)

:

#

5

#

!故K

%

K

"

)!

"5

#

:

#

,

:

#

5

#

)!"-

Ç

!原卷所附参考答案如下"

+#*由题意知#和=满足
#

"

!=槡 "

#

)

槡"
"

&

=

"

*

%-

#

"

)










%

解得#

"

)$"及=

"

)%-'因此所求椭圆方程
$

5

"

%-

*

:

"

$"

)%'

)#")



+=*联立直瞃:)K

%

5*=及椭圆5

"

%-

*

:

"

$"

)%得

5

"

%-

*

+K

%

5*=*

"

$"

)%'

整理得
+" *K

"

%

*5

"

*"K

%

=5*=

"

!$" )#'

瞃段$%的中点4+5

#

!:

#

*的坐标
$

5

#

)

!K

%

=

" *K

"

%

!:

#

)

"=

" *K

"

%

'

於是我们得到直瞃C4的斜率
$

K

"

)

!"

K

%

'

因此!K

%

K

"

)!" '

+(+#*把槡$+,-"!-6"

"

以D+,-+

"

*

#

*的形式表示!?求槡$+,-"!-6"

"

的取值范围-+"分*

+=*求槡$+,-"!-6"

"

)!%在#

' "'

"

!

的解!答案要以弧度表示'+$分*

++*如果槡$+,-"!-6"

"

)!

%

"

!且#

' "' !

!求-6"

"

"

*

!( )
%"

-+$分*

£

!+#*槡$+,-"!-6"

"

)"

槡$
"

+,-

"

!

%

"

-6"( )")"-6"

!

$

!( )")"+,-

!

$

!( )"$

!"!

[ ]
"

-

+=*由槡$+,-"!-6"

"

)"-6"

!

$

!( )")!%!得-6"

"

!

!( )
$

)

%

"

!

得
"

!

!

$

)K

!

*+!%*

K

,

#D+-6"

%

"

)K

!

*+!%*

K

,

!

-

!

得
"

)K

!

*+!%*

K

,

!

-

*

!

$

!K

$

P!

又#

' "'

"

!

!得K)#时!

"

)

!

-

*

!

$

)

!

"

-得K)%时!

"

)

!

!

!

-

*

!

$

)

'

!

-

-

++*由槡$+,-"!-6"

"

)!

%

"

!得"-6"

!

$

!( )")!

%

"

!得-6"

!

$

!( )")!

%

+

得-6"

"

"

*

!( )
%"

)-6"

!

"

!

!

$

!( )"
"

);

% !+,-

!

"

!

!

$

!( )[ ]"

槡 "

);

% !-6"

!

$

!( )"
槡"

);

% !

!( )%

+槡"

);

槡%#
+

-

)%")



因
$

#

' "' !

!得"

"

*

!

%"

$

!

%"

!

'

![ ]
%"

!得-6"

"

"

*

!( )
%"

)

槡%#
+

'

Ç

!原卷所附参考答案如下"

+#*槡$+,-"!-6"

"

)"

槡$
"

+,-

"

!

%

"

-6"( )")"

+,-

!

-

+,-

"

!-6"

!

-

-6"( )"
)"+,-

"

*

!( )
-

'

由此知!"

'槡$+,-"!-6"

"'

"'

+=*由+#*可知槡$+,-"!-6"

"

)"+,-

"

*

!( )
-

'

由槡$+,-"!-6"

"

)!%!得+,-

"

*

!( )
-

)!

%

"

'

因
$

#

' "'

"

!

!我们有
"

*

!

-

)

"

!

$

或+

!

$

!即
"

)

!

"

或'

!

-

'

++*因
$槡$+,-"!-6"

"

)!

%

"

!所以"+,-

"

*

!( )
-

)!

%

"

!即+,-

"

*

!( )
-

)!

%

+

'

由二倍角公式得% !"-6"

"

"

"

*

!( )
%"

)!

%

+

!因此-6"

"

"

"

*

!( )
%"

)

/

&

'由於#

'

"' !

!从而有#

'

"

"

*

!

%"

?

!

!因此-6"

"

"

*

!( )
%"

)槡/

&

)

槡%#
+

'

/(用数学归纳法证明对任意正整数"!$

+"*"

*/

""*% 能被%+整除'+&分*

ÈD

!+%*当" )%时!$

+*"

*/

"*%

)&/+ )%+ I-%!能被%+整除!命题成立'

+"*假设当" )K+K

$

任意正整数*时!命题成立!即有$

+K*"

*/

"K*%

)%+$+$

$

P*!

则当" )K*%时!原式)$

++K*%**"

*/

"+K*%**%

)$

+K*"*+

*/

"K*%*"

)&% I$

+K*"

*"/ I/

"K*%

)"/ I%+$*%/ I$

+K*"

)%++"/$*+ I$

+K*"

*能被%+整除
这

5

明当" )K*%时!命题也成立!

由+%*+"*及数学归纳法得!当"

$

F

- 时!!$

+"*"

*/

""*% 能被%+整除'

Ç

!原卷所附参考答案如下"

ÈD

!设M+"*表示命题#$

+"*"

*/

""*% 能被%+整除$'

+%*当" )%时!原式)$

+*"

*/

"*%

)$

-

*/

$

)'". *%"/ )&/+!&/+ H%+ )-%!M+%*成
立'

+"*假设" )K+K

$

P

*

*时!M+"*成立!即$

+K*"

*/

"K*% 能被%+整除'

)"")



当" )K*%+K

$

P

*

*时!

!!! !$

++K*%**"

*/

"+K*%**%

)$

+K*+*"

*/

"K*"*%

)$

+

,

$

+K*"

*/

"

,

/

"K*%

)&%

,

$

+K*"

*"/

,

/

"K*%

)/-

,

$

+K*"

*"/

,

$

+K*"

*"/

,

/

"K*%

)/-

,

$

+K*"

*"/

,

+$

+K*"

*/

"K*%

*

上式中/-

,

$

+K*" 可以被%+整除!

且"/

,

+$

+K*"

*/

"K*%

*根据假设也可以被%+整除!M+K*%*也成立'

由+%*!+"*及数学归纳法!对任意正整数"!$

+"*"

*/

""*% 能被%+整除'

四校联考!对
6

有参加保送+成功*的澳门数以千计的高三学子而言!挑战与机遇并
存!是又恨又爱同在!苦乐与共!痛?快乐著'安得广

7

千万间!大庇天下寒士俱欢
8

!风雨
不动安如山,借用杜甫的感慨期待!送上我的诚挚祝福!希望诸多同学经历风雨(终有所成(

得偿心愿(鹏程万里'
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邓海棠老师!"##/

&

湖南师大数学教育硕士("#%$

&

华东师大数学教育博士+获优秀
博士生

'

学金*'中国
9

林匹克数学二级(一级教练员!屡次获得数学竞赛优秀辅导员(优
秀教练荣誉'多次获澳门教育暨青年局邀请担任教师公开示范课评审委员'多年来一直
$

澳门#汇业杯$年度知识竞赛(#三维杯$(#环亚太杯$(#金莲花杯$(#数学大王$等等国
际数学邀请赛命题'个人专著有"%北枫晓雨&(%南岭知春&(%薪火相传育英才

!!

数学教
育研思集&(%#数学的研究性学习$之典型范例选讲&'合著有"%两岸三地十年高考数学试
题详解&+上下

:

*(%升大数学教程&+上下
:

*(%澳门基力数学探知&+初中共-

:

*'参与
澳门#初中数学基力$立法(澳门#高中数学基力$立法(澳门#初中教育阶段数学课程指引$

的顾问工作'澳门数学教育研究学会(澳门数学
9

林匹克学会两会秘书长'澳门中华教育
会会员!澳门教师志愿者协会永久会员'国家教育部举办的第"&

&

华夏园丁大联欢
+"#"$*活动论文徵集中!经专家评审!获得优秀论文

'
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!本文获清远市清新区优秀论文评选一等奖"

ÏÐ

!数学是高考成功的关键!教师在数学教育中应该运用怎样的方式提高学生习
效率呢3近年来!已经越来越多的一瞃数学教师认识到题海战术不是解

-

问题的最好方法(

研究教材和试题是提高学生习成效的有效途径(是教师水准提升的最佳方法(教师要注
重课本和试题研究!尤其是高三教师!还要学会将题型归类(

ÑÒÓ

!教材研究试题研究一题多解试题推广玛律可夫链
教师通过研究课本和经典试题!提升个人的选题(命题能力!从而引导学生从命题人角

度分析思考问题!提高学生高考习效率(本文以课本和"#"$年高考一道概率解答题
$

例!

从题目立意(课本原题(一题多变(推广等方面做较全面的研究(

¦

(

�qÔÕÖ

+"#"$年普通高等学校招生全国统一考试!新课标
&

卷数学*"%(甲(乙两人投篮!每次
由其中一人投篮!规则如下"若命中则此人继续投篮!若末命中则

0$

对方投篮(无论之前
投篮情癋如何!甲每次投篮的命中率均

$

#(-!乙每次投篮的命中率均
$

#(&(由抽确定第
%次投篮的人选!第%次投篮的人是甲(乙的概率各

$

#(/(

+%*求第"次投篮的人是乙的概率-

+"*求第6次投篮的人是甲的概率-

+$*已知"若随机变数Q

6

服从两点分?!且A+Q

6

)%*)% !A+Q

6

)#*)O

6

!6)%!"!

0"!则9

.

"

6)%

Q

( )
6

)

.

"

6)%

O

6

(记前"次+即从第%次到第"次投篮*中甲投篮的次数
$

R!

求9+R*(

X®

!本题第一问直接考查全概率公式的应用!後两问的解题关键是根据题意找到递
推式!然後根据数列的基本知识求解(详细解答如下"

)+")
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%
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%

记#第6次投篮的人是甲$

$

事件$

6

!#第6次投篮的人是乙$

$

事件%

6

!

所以!A+%

"

*)A+$

%

%

"

**A+%

%

%

"

*)A+$

%

*A+%

"

S$

%

**A+%

%

*A+%

"

S%

%

*

)#(/ I+% !#(-**#(/ I#(& )#(-(

$

�×

"

Ø£

%

设A+$

6

*)@

6

!依题可知!A+%

6

*)% !@

6

!则
A+$

6*%

*)A+$

6

$

6*%

*)A+$

6

*A+$

6*%

S$

6

**A+%

6

*A+$

6*%

S%

6

*!

即@

6*%

)#(-@

6

*+% !#(&*I+% !@

6

*)#(+@

6

*#("!

构造等比数列.@

6

*

$

/!设@

6*%

*

$

)

"

/

+@

6

*

$

*!解得
$

)!

%

$

!

则@

6*%

!

%

$

)

"

/

@

6

!( )%

$

!

又@

%

)

%

"

!@

%

!

%

$

)

%

-

!所以
@

6

!{ }%

$

是首项
$

%

-

!公比
$

"

/

的等比数列!

即@

6

!

%

$

)

%

-

I( )"

/

6!%

!@

6

)

%

-

I( )"

/

6!%

*

%

$

(

$

�×

$

Ø£

%

因
$

@

6

)

%

-

I( )"

/

6!%

*

%

$

!6)%!"!0!"!所以当"

$

F

- 时!

9+R*)@

%

*@

"

*0 *@

"

)

%

-

I

% !( )"

/

"

% !

"

/

*

"

$

)

/

%&

% !( )"

/
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"

*

"

$

!

故9+R*)

/
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% !( )"

/
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"

*

"
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!本题第一问直接考查全概率公式的应用!後两问的解题关键是根据题意找到递
推式!然後根据数列的基本知识求解(
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(

ÚÛÜq

人教$版%选择性必修第三册&的第.%页第%#题"

%#(甲(乙(丙三人相互做传球训练!第%次由甲将球传出!每次传球时!传球者都等可能
地将球传给另外两个人中的任何一人!求"次传球後球在甲手中的概率(

X®

!记$

"

表示事件#经过"次传球後!球在甲的手中$!设"次传球後球在甲手中的概
率

$

@

"

!得到@

%

)#!$

"*%

)$

"

,

$

"*%

*$

"

,

$

"*%

!化简整理得@

"*%

)!

%

"

@

"

*

%

"

!" )%!"!$!

0!即@

"*%

!

%

$

)!

%

"

+@

"

!

%

$

*!结合等比数列的通项公式!即可求解(
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%记$

"

表示事件#经过"次传球後!球在甲的手中$!

设"次传球後球在甲手中的概率
$

@

"

!" )%!"!$!0!"!

则有@

%

)#!$

"*%

)$

"

,

$

"*%

*$

"

,

$

"*%

!

所以@

"*%

)A+$

"

,

$

"*%

*$

"

,

$

"*%

*)A+$

"

,

$

"*%

**A+$

"

,

$

"*%

*

A+$

"

*

,

A+$

"*%

S$

"

**A+$

"

*

,

A+$

"*%

S$

"

*)+% !@

"

*

,

%

"

*@

"

,

# )

%

"

+% !@

"

*!即@

"*%

)!

%

"

@

"

*

%

"

!" )%!"!$!0!所以@

"*%

!

%

$

)!

%

"

+@

"

!

%

$

*!且@

%

!

%

$

)!

%

$

!所以数列

.@

"

!

%

$

/表示以!

%

$

$

首项!!

%

"

$

公比的等比数列!所以@

"

!

%

$

)!

%

$

I+!

%

"

*

"!%

!所

以@

"

)!

%

$

I+!

%

"

*

"!%

*

%

$

)

%

$

% !+!%*

"

,

%

"

"!

[ ]
%

(

即"次传球後球在甲手中的概率是%

$

% !+!%*

"

,

%

"

"!

[ ]
%

(
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!本题可以先直接应用全概率公式!解题关键是根据题意找到递推式!然後根据数
列的基本知识求解!需要有较

(

的题型观察力(

Ý

(

¦qÞß

以上概率题也可以从以下试卷看到类似的变式"

ßà

%!"#"$年广州市普通高中毕业班综合测试+一*第"#(+%"分*

$

了拓展学生的知
识面!提高学生对航空航太科技的兴趣!培养学生良好的科学素养(某校组织学生参加航空
航太科普知识答题竞赛!每位参赛学生答题若干次(答题赋分方法如下"第%次答题!答对得
"#分!答错得%#分-从第"次答题开始!答对则获得上一次答题得分的两倍!答错得%#分(学
生甲参加答题竞赛!每次答对的概率

$

$

+

!各次答题结果互不影响(+%*求甲前$次答题得
分之和

$

+#分的概率-+"*记甲第6次答题所得分数Q

6

+6

$

F

-

*的数学期望
$

9+Q

6

*(

!

写出9+Q

6*%

*与9+Q

6

*满足的等量关式+直接写出结果!不必证明*-

"

若9+Q

6

*<%##!求6的最小值(

X®

!+%*由甲前$次答题得分之和
$

+#分的事件是甲前$次答题中恰答对一次的事
件!再利用相互独立事件概率的乘法公式计算作答(

+"*

!

求出9+Q

%

*!再分析(写出9+Q

6!%

*与9+Q

6

*满足的等量关式作答-

"

利用构
造法求出9+Q

6

*的通项!列出不等式?结合单调性作答(

$

�×

%

Ø£

%

甲前$次答题得分之和
$

+#分的事件是"甲前$次答题中仅只答对一次的事件!所以甲
前$次答题得分之和

$

+#分的概率A+$*)&

%

$

I

$

+

I+% !

$

+

*

"

)

.

-+

(
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!

甲第%次答题得"#分(%#分的概率分
*$

$

+

!

%

+

!则9+Q

%

*)"# I

$

+

*%# I

%

+

)

$/

"

!

甲第"次答题得+#分("#分(%#分的概率分
*$

$

+

I

$

+

!

%

+
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$

+

!

%
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!

则9+Q
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*)+# I
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+

I
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*"# I
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+

*%# I

%
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%%/
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!显然9+Q
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*)"+"# I
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+

*
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+

*I

$

+

*%# I
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)

$

"

9+Q

%

**

/

"

!

6

$

F

-

!6

(

"!甲第6!%次答题所得分数Q

6!%

的数学期望
$

9+Q

6!%

*!

因此第6次答对题所得分数
$

"9+Q

6!%

*!答错题所得分数
$

%#分!其概率分
*$

$

+

!

%

+

!

於是甲第6次答题所得分数Q

6

的数学期望
$

9+Q

6

*)"9+Q

6!%

*I

$

+

*%# I

%

+

)

$

"

9+Q

6!%

*

*

/

"

!所以9+Q

6!%

*与满足9+Q

6

*的等量关式是"9+Q

6
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$

"

9+Q

6!%
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/

"

!6

$

F

-

!6

(
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且9+Q

%

* )

$/

"

-

"

由
!

知!9+Q
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* )

$/

"

!当时6

$

F

-

!6

(

" 时!9+Q

6

* */ )

$

"

9+Q

6!%
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[ ]
/

!而9+Q

%

**/ )

+/

"

!因此数列.9+Q

%

**//以+/

"

$

首项!

$

"

$

公比的等比

数列!9+Q

6

**/ )

+/

"

I+

$

"

*

6!%

)%/ I+

$

"

*

6

!於是9+Q

6

*)%/ I+

$

"

*

6

!/!由%/ I+

$

"

*

6

!/ <%##得"+

$

"

*

6

<'!显然数列.+

$

"

*

6

/是递增数列!而+

$

"

*

+

)

&%

%-

?'!+

$

"

*

/

)

"+$

$"

<'!

则有正整数6

>6"

!所以6的最小值是/(

ßà

"!衡水高二级期中考试的"#(某超市开展购物抽
'

送积分活动!每位顾客可以参
加"+"

$

F

-

!且"

(

"*次抽
'

!每次中
'

的概率
$

%

$

!不中
'

的概率
$

"

$

!且各次抽
'

相互
独立(规定第%次抽

'

时!若中
'

则得%#分!否则得/分(第"次抽
'

!从以下两个方案中任
选一个-

»­ !

!若中
'

则得$#分!否则得#分-

»­ "

!若中
'

则获得上一次抽
'

得分的两倍!否则得/分(

第$次开始执行第"次抽
'

所选方案!直到抽
'

结束(

+%*如果" )"!以抽
'

的累计积分的期望值
$-

策依据!顾客甲应该选择哪一个方案3

?
5

明理由-

+"*记顾客甲第6次获得的分数
$

Q

6

+6)%!"!0!"*!?且选择方案
"

(请直接写出
9+Q

6*%

*与9+Q

6

*的递推关式!?求9+Q

&

*的值(+精确到#(%!参考资料"( )"

$

'

/

#(#/.(*

$

Ø£

%

£

!若甲第"次抽
'

选方案
!

!两次抽
'

累计积分
$ %

!则
%

的可能取值
$

+#!
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若甲第"次抽
'

选方案
"

!两次抽
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累计积分
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的可能取值
$

$#!%/!%#!则
A+

&

)$#*)

%

$

I

%

$

)

%

.

!A+

&

)%/*)

"

$

I

%

$

*

%

$

I

"

$

)

+

.

!A+

&

)%#*)

"

$

I

"

$

)

+

.

!9+

&

*)

$#

.

*

-#

.

*

+#

.

)

%$#

.

!因
$
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%
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&

*!所以应选择方案
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%依题意得9+Q
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的可能取值
$

%#!/其分?列
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%
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等比数列(其中首项
$

!

%#

$

!公比
$

"

$

(

所9+Q

&

*!%# )!

%#

$

I( )"

$

' 以!故9+Q
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%!衡水卷高二三调的%-(杜牧%羊栏浦夜陪安会&的诗句中#球来香袖依稀暖!酒
凸觥心泛硊光$描述的是唐代酒宴上的助兴?戏#击鼓传花$!也称传彩球(?戏规则

$

"鼓
响时!

2

人开始依次传花!至鼓停
$

止!此时花在谁手中!谁就上台表演节目(甲(乙(丙三人
玩击鼓传花!鼓响时!第%次由甲将花传出!每次传花时!传花者都等可能地将花传给另外两
人中的任何一人!经过&次传递後!花又在甲手中的概率

$

!!!!(

$

¤­

%

+$

%"&

$

£®

%设第"次传球後球在甲手中的概率
$
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则A
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"
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"
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!

所以数列
A

"

!{ }%

$

是以!

%

$

$

首项!公比
$

!

%

"

的等比数列!所以A
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!

%

$

)!

)&")



%

$

!( )%

"
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!即A
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%

$
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"

"!%
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%

$

!所以A

&

)!

%

$

I

!( )%

"

'

*

%

$

)

+$

%"&

(故答案
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!增加了数学文化!实现了五育?举(

¶w

"!"#""年卡达世界癧
-

赛於当地时间%"月%&日进行!最终阿根廷通过点球大战
总比分'"/战胜法国!夺得冠军(根据比赛规则"淘汰赛阶段常规比赛时间

$

.#分钟!若在
.#分钟结束时进球数持平!需进行$#分钟的加时赛!若加时赛仍是平局!则?用#点球大
战$的方式

-

定胜负(#点球大战$的规则如下"

!

两队各派/名队员!双方轮流踢点球!累计进球个数多者胜-

"

如果在踢满/轮前!一队的进球数已多於另一队踢满/轮最多可能射中的球数!则不
需要再踢+例如"第+轮结束时!双方#点球大战$的进球数比

$

""#!则不需要再踢第/轮*-

#

若前/轮#点球大战$中双方进球数持平!则从第-轮起!双方每轮各派%人踢点球!若
均进球或均不进球!则继续下一轮!直到出现一方进球另一方不进球的情癋!进球方胜出(

+%*假设踢点球的球员等可能地随机选择球门的左(中(右三个方向射门!门将也会等
可能地选择球门的左(中(右三个方向来扑点球!而且门将即使方向判断正确也只有一的可
能性将球扑出(若球员射门均在门

#

!在一次#点球大战$中!求门将在前+次扑出点球的个
数Q的分?列及数学期望-

+"*现有甲(乙两队在
-

赛中相遇!常规赛和加时赛後双方#"#战平!需要通过#点球大
战$来

-

定冠军(设甲队每名队员射进点球的概率均
$

$

+

!乙队每名队员射进点球的概率均

$

"

$

!假设每轮点球中进球与否互不影响!各轮结果也互不影响(

+6*若甲队先踢点球!求在第$轮结束时!甲队踢进了$个球?获得冠军的概率-+66*

求#点球大战$在第'轮结束!且乙队以-"/获得冠军的概率(

âÙ

!增加了体育与劳动教育!实现了五育?举(

以上题目可以总结出一个关键知识点"玛律可夫链+玛律可夫链是一种统计概率模型!

常用於描述一个系统随时间演变的概率分?'它最早被用於描述天气预报!但是现在已经
广泛应用於许多领域*(教师在习的过程中需要高瞻远瞩!统领整个知识板块!带领学生
以高观点来学习数学(可以给学生介绍玛律可夫链!给学有馀地的学生一个上升的空间(概
率的题型还有以下几种"玛律科夫链基础模型(玛律科夫链之传球模型(?走模式(药物试
验模式(商场促销(证明概率(期望等不等式(模球与射击模型(高三教学过程中可以仿照以
上模式进行(

ãäå

!

诚然试题研究的过程是艰辛的!但结果是喜人的(通过试题研究!让教师品尝到教学的
).")



乐趣!提升了教学的境界-让学生进一步学会从命题人的角度思考问题的本质!提高了习
备考效率(
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!本文於"#""年荣获广东省初等数学学会"#"%年度初等数学研究
优秀成果一等奖"

$

ÏÐ

%本文介绍了澳门地区的大学数学科入学考试)澳门四高校联合入学考试+语言
科及数学科*+简称#四校联考$*数学附加卷的由来以及分析了试卷整体的

#

容与结构!再
通过近六年的这些试卷!剖析当中部分的试题及作进一步的探讨和归纳7

$

ÑÒr

%澳门四校联考(数学附加卷(试题分析(升学考试
$

ÌÍ½Î

%刘泓智!男!"##"年生!澳门人!现就读於华东师范大学数学与应用数学
专业四年级!主要研究数学教育!对关於澳门数学教育及数学建模教育的课题感兴趣7电
子邮箱"F9A69@8C1?7:>AG8=9?F7C;=

%!

èéêë

澳门四校联考作
$

澳门高中毕业生的一个升学考试!自"#%'年开始!以#澳门大学$(

#澳门理工学院$(#澳门科技大学$(#澳门旅?学院$等四间大学的一个联合入学考试7

1%2

透过报考科系所对应的考试科目要求进行考核7其中!数学附加卷+EH#"*

$

理工科
系要求考核的科目1%2

!其试卷题目的前身可追溯於联考前!#澳门大学$入学试数学卷0

+H%#%*的部份题目!当时其数学卷0是
$

报考科技类(数理类的考生而设!目的是评核考
生的数学能力1"2

!现时的数学附加卷也同理7但实际上!四校联考中!也有一门考核科目
称

$

数学正卷+EH#%*

1%2

!其对象是报考工商管理(社会与人文(经济学等对课程数学要求
较低的考生而设的7

由此可见!数学附加卷被称
$

#附加卷$的原因!也离不开它考查数学的能力要求是较
高的7

"!

�qìí

)%$)



考试时间会安排时限
$

%小时!题型会是五道解答题(每题"#分!可任选三题作答!

全卷满分
$

-#分1$2

7特
*

要注意的是!这五道题是以结构式问题!或称传统题+C;@<:@I

2?;@9FJA:42?;@4*的形式呈现7这类问题的特色是!题目综合性较
(

!考核
#

容知识点较多
较广!因此也有一定难度'

$

降低难度!命题者在构题时!会提供很多个小问!这些子问
题又有著紧密的联!逐步诱导学生解题!而且!对於数学演绎要求高!难度大的问题也
会提供提示+见+*!以降低难度7

实际上!通过文本分析!这种结构式问题是很类似於香港公开考试的试题形式!其考
核

#

容与难度可推测大约是旧制会考+KLMNN*附加数学+0>>?2?;@9FH921:=92?C4*的试题!

且应
$

"##%年以前的题目!因当时香港教育署在"###年时对附加数学科的课程文件进行
了修订!新课程文件的

#

容范围有
;

除或
3

少其中一些课题如圆锥曲瞃+M;@?C):C2?;@*及
数+M;=3F:O*A=P:Q*等这些澳门地区仍需考核的

#

容1+2

!有兴趣的读者可以搜寻有关资
料进行比对'但就数学科而言!香港公开考试的题目架构可追溯於英国高级程度会考
+RMN0,F:<:F*考试的题目形式7在以前香港是英国的殖民地时!香港教育司署建立了自
己当地的公开考试体系!建立公开试体系的缘由也确实与当地升学及赴英升学有关1/2

'

其次!澳门较多的学校在七(八年代起?用了香港出版的教科书!所以其後.#年代初澳门
大学入学试作

$

澳门首个本地的升学考试1-2

!也有仿效了邻埠香港地区的试卷!其中每道
解答题的考点和知识点!都主要围绕一个大课题!每个小问也是根据前述课题的知识点作
考查7对於具体数学附加卷的考试大纲可见文献1'2

7

$!

�qXî

至"#%'年开始!四校联考已举办了七年!我们将前六年中每一年的试题!按考试大
纲1' ,&2的知识点作分?7

ï

%!

`açÃ���qðñXî

). ,%+*

"#%' "#%& "#%. "#"# "#"% "#""

立体几何
0 0 0 0 0 0

基本微积分(曲瞃的描绘
0 0 0 0 0 0

解析几何
0 0 0 0 0 0

数与三角
0 0 0 0

瞃性方程组
0 0 0 0 0 0

数列(不等式(多项式+正卷推广*

0

三角函数+正卷推广*

0

)"$)



不难看见!立体几何(微积分及作图(解析几何(瞃性方程组四个课题!从不缺席!每一
年都有所考核!其次是数的

#

容7较少出现的也就是"#%&年的数列(不等式(多项式的
解答题及"#"%年的三角解答题!这两题都是数学正卷的范围稍作推广的题目!虽然这类
题目较不常见!但

*

忘了本试卷是?用五选三的形式!这样可以让学生自行选择要做的
题!相对较个性化!而且也是降低试卷难度的一种方式7

+!

�qÙ®

现在!我们来看看几道附加卷上的试题7

+7%!

Õòóô

+(%(%!

�qõö

%(+四校附加卷"#%'T"#%& 第%题*

如上图所示!$!%&'

$

一三棱锥!$&垂直平面%&'!

1

%&')

!

"

!

$&

)

&'

)%!

%&

)"(设9

$

直瞃%'上的一点!使得$9垂直%'(

+#*+6*求点%至直瞃$'的距离(1提示"先证明
%$

)

%'

(2!+' 分*

+66*求点&至平面$%'的距离(!+/ 分*

+=*+6*证明&9垂直%'(!+" 分*

+66*求二面角$!%'!&!答案以G#"

!% 表示(1提示"求
9&

(2!+- 分*

命题者有根据试题提供了解答!题目来源及具体解答可参见文献1.!%+2

!本文就不详细
列出解题步骤了!但会分析解答的过程思路+下文同*(

)

£¤X®

*

+#*+6*分析
'

$%&(

'

%&'可得长度
$%

(

%'

!再分析
'

%$'可得
$

等腰三角形!运
用等腰三角形5三瞃合一6的性质!取2

$

$'的中点!通过计算
$2

继而求

)$$)



得点%至直瞃$'的距离
%2

-

+66*通过题目的已知条件及+#*+6*部的结论!考虑三棱锥不同底面的表示形式$

!%&'及&!$%'!因
$

是同一个三棱锥!故其体积相等!即U

$!%&'

)U

&!$%'

(

由棱锥的体积公式U棱锥)

%

$

M底,0!代入相关数值计算即可求得点&至平面
$%'的距离(

+=*+6*由瞃面垂直的性质!结合题设与前述所得出的瞃段垂直关!利用三垂瞃定
理即得&9

*

%'-

+66*根据二面角的平面角的定义!结合+=*+6*部的结论!可知
1

$9&

$

所求!要
注意其答案以G#"

!%表示!另由求
9&

的提示即可分析7G

'

$9&的正切值!继
而求得

1

$9&)G#"

!%

$&

&9

)G#"

!% 槡/( )
"

(

)

âÙ

*

比对近年
#

地高考的关於立体几何的解答题!四校联考的立体几何题侧重於计算!相
对於抽象的空间几何关之证明较少!大多以通过分析每个平面的几何图形!计算当中的
几何量?加以与其他平面的图形作联(当中也有用到立体图形体积#等积变

0

$的计算
方法来求出一些较难计算的瞃面距离(比较其他邻近地区例如香港(台湾关於立体几何的
试题!附加卷上的立体几何题目也能突显澳门特有的命题风格(

实际上!本题也可以使用空间向量法建立空间直角坐标系处理!笔者在此提供这个方
法的解答(

)

À£

*

S$&垂直平面%&'!

1

%&')

!

"

+已知*

T$&

*

%&!$&

*

&'!%&

*

&'+垂直平面的性
质(垂直定义*

故取点&

$

原点!以233

&'

$

5轴(

233

&%

$

:轴(

233

&$

$

V轴建立空间直角坐标系+图+("*(

又S

$&

)

&'

)%!

%&

)"+已知*

T有坐标&+#!#!#*!'+%!#!#*!%+#!"!#*!$+#!

#!%*(

+#*+6*故有233

$')+%!#!!%*!

233

%')+%!!"!#*+空间向量的坐标表示*

作%2

*

$'於2!则有W+%!$'*)

%2

)

%'

"

!

2'槡 "

+勾股定理*

)

233

%'

"

!

ADX

233

$'

233

%'槡 "

)

233

%'

"

!

233

%&

"

,

233

+,-?%&!

233

" <槡 "

)

233

%'

"

!

233

$'

,

233

'%

233

$'槡 "

) +槡/*"

!

%

"

+槡"*槡 "

)

槡$ "

"

-

)+$)



+空间中的点瞃距离(空间向量的数量积与模*

+66*另有233

$%)+#!"!!%*!

233

$')+%!#!!%*+空间向量的坐标表示*

设平面$%'的法向量
$

233

" )+5!:!V*!5!:!V

$

7!则有233"
,

233

$%)":!V)#(

233

"

,

233

$')5!V)#+法向量的定义(空间向量的坐标数量积*!取:)%!则V

)"!5)"!故233" )+"!%!"*(又233

%&)+#!!"!#*!

此时W+&!$%'* )

ADX

233

"

233

%&

)

233

%&

,

233

+,-?%&!

233

" <

)

233

%&

,

233

%&

,

233

"

233

%&

,

233

"

)

233

%&

,

233

"

233

"

)

!"

%

"

*"

"

*"槡 "

)

"

$

(+空间中的瞃面距离(空间向

量的数量积与模*

+=*+6*设点9的坐标
$

9+5!:!V*!则有233

&9)+5!:!V*(

233

$9)+5!:!V!%*+空间向量
的坐标表示*(而$9

*

%'+已知*!则有233

$9

,

233

%')5!":)#+两向量垂直
时数量积

$

#*(

因此233

&9

,

233

%')5!":)#!这
5

明&9

*

%'(

+66*由+#*+66*部可知!

233

" )+"!%!"*

$

平面$%'的法向量!另易知平面%&'的法
向量

$

Y

233

V

)+#!#!%*+平面%&'

$

5:平面*!故二面角$!%'!&的大小
$

233

?"!Y

233

V

<!而 233

+,-?"!Y

233

V

<

)

233

"

,

Y

233

V

233

"

,

Y

233

V

)

"

+槡$*"

,

%

)

"

$

+两空间平面的

法向量与二面角*(因此由直角三角形法则!可得 233

G#" ?"!Y

233

V

<)

$

"

!"槡 "

"

)

槡/
"

!故233

?"!Y

233

V

< )G#"

!% 槡/( )
"

$

所求(

)

÷D

*

建立坐标系结合向量去求解空间中各几何量显然有一定的优越性!它可以一个知识体
系独力完成而不需用到繁的几何证明(但鉴於附加卷或是以前的澳门大学入学试数学卷
$都

6

有对向量这部分作太大的要求!而且基於早年颁?的基本学历要求1%/2的框架下!澳
门大部分中学都未必教授空间向量的

#

容(因此从题目角度出发!更应该的是针对於考核
考生对空间中点(瞃(面的关以及空间几何体的理解(

+(%("

ßàø�Ôùú

接下来!我们再参考其他年份的附加卷上关於立体几何的试题(

"(+四校附加卷"#%.T"#"# 第%题*

)/$)



如上图所示!A$%是边长
$

%的等边三角形!$%&'是一长方形!

%&

)槡"!平面A$%

与平面$%&垂直!4和F分
*$

$'和$%的中点(

+#*+6*证明AF垂直平面$%&!从而求三棱锥A!%&4的体积(!+/ 分*

+66*求三角形A%4的面积!从而求点&至平面A%4的距离(!+- 分*

+=*+6*证明
1

F4&是一直角(1提示"考虑三角形F4&的边长(2!++ 分*

+66*求二面角F!4&!A(1提示"证明A4

*

4&(2!+/ 分*

$(+四校附加卷"#"%T"#"" 第%题*

如上图所示!$%&'

$

梯形!A&垂直$%&'!

1

'$%)

1

$%&)

!

"

!

!

$'

)%!

A$

)

$%

)

%&

)"(设4

$

瞃段A&的中点(

+#*+6*求三角形A%'的面积(!+- 分*

+66*求三棱锥A!$%'的体积!从而求点$至平面A%'的距离(!++ 分*

+=*证明
+6*&%垂直平面A$%(!+$ 分*

+66*'4与平面A$%平行(

1提示"设F

$

A%的中点(证明$'4F是一长方形(2!+' 分*

)-$)



结合这两题连同上题!不难发掘出试题上的共性!考卷
#

容常考核学生对"

+%*题设所给的已知量分析对应的平面之图形?转化
$

平面几何的计算?结合其他
平面之图形作沟通-

+"*对於求点到平面的距离将惯常以等积变
0

的技巧求出而非作参考瞃处理等繁琐
方法-

+$*对於证明瞃面垂直需运用题设的各种瞃段或平面之间垂直关!按判定定理证得
命题-

++*对二面角的求法主以利用三垂瞃定理推导出其对应的平面角!利用反三角函数结
合瞃段长度求得(

另一方面!笔者注意到!这五年的立体几何题!全部都可以建立空间直角坐标系求解
+以题"($

$

例!题"可取点F

$

原点!以233

F$

$

5轴(过点F与233

&%平行的轴
$

:轴(

233

FA

$

V轴!题$可取点$

$

原点!以233

$'

$

5轴(

233

$%

$

:轴(

233

$A

$

V轴*!有理由相信命题人想保
留从空间向量角度出发的解题方法!让学生能

4

多一个解题的思路和方向(

+("!

]ÛûüXýþÿ�!"

+("(%!

�qõö

+(+四校附加卷"#"#T"#"% 第"题*

+#*已知函数.+5*)5

+

!+5

$

*%-(

+6*求.Z+5*及.ZZ+5*(!+" 分*

+66*求.+5*的局部极大值和局部极小值(!++ 分*

+666*求曲瞃:).+5*的拐点(!+" 分*

+6[*绘出曲瞃:).+5*!!"

'

5

'

+ (!+$ 分*

+[*绘出曲瞃:).+"5*!!%

'

5

'

"(!+% 分*

+=*求由曲瞃:)5

+

!+5

$

*%-及:)%-所包围的区域的面积(!+& 分*

)

£¤X®

*

+#*+6*由多项式的微分法1'2及求导公式+5

"

*Z)"5

"!%可得.Z+5*!对.Z+5*再进行一
次求导即得.ZZ+5*-

+66*应用函数极值的判
*

法!先计算.Z+5*)#求出驻点的5坐标5

#

!再利用一阶
导数判

*

法!判断.Z+5*在5

#

左右两侧+5?5

#

!5<5

#

*的正负!也即判断
.+5*的单调性(对於两侧有变号的驻点!即

$

极值点!此时可得5)#之点不
是极值点而5)$之点是极值点!由.Z+5*的正负+.+5*的单调性*趋向可得
.+$*)!%%

$

局部极小值!.+5*

6

有局部极大值(

+666*利用二阶导数判
*

法!先计算.ZZ+5*)#求出5

#

的值!其後考察.ZZ+5*在5

#

左右两侧+5?5

#

!5<5

#

*的正负!若左右两侧之符号相反!即得其对应点
$

)'$)



拐点!分析每个区间的正负即得曲瞃:).+5*的两个拐点+#!.+#**)+#!

%-*及+"!.+"**)+"!#*(

+6[*由+66*及+666*可以?解曲瞃:).+5*的图像情癋!比如单调性(局部极小值(

拐点!另可尝试求出函数在区间上的零点+由+666*得零点+"!#**!以及求出
区间两点的坐标+!"!.+!"**及++!.++**来衡量图像的具体性态(

+[*利用函数曲瞃伸缩的变
0

关!其所求的函数图像上每点的
<

坐标
$

+6[*部
所得的图像对应的

<

坐目标%

"

!也即比对於+6[*部所得的图像!所求的图像

变窄了一半!例如在:).+"5*的零点
$

"

"

!( )# )+%!#*!极小值点变
$

$

"

!!( )%%

等!故根据变化後的坐描标绘曲瞃:).+"5*(

+=*对於围成的封闭图形面积!可先求出:)5

+

!+5

$

*%-及:)%-的交点!继而运
用定积分求解(其中!由+#*+6[*部可见:)5

+

!+5

$

*%-在直瞃:)%-之下!故
可对5作定积分!取交点的5坐标计算

4

+

#

%- !+5

+

!+5

$

*%-

[ ]
*

W5即得(

)

âÙ

*

在现行的
#

地高中数学课程标准以及高考数学科的考试范围!微积分部分暂只教授至
导数的部分!而且试题著重於导数所反映函数的整体性质!?

6

有对其他概念以致其性态
作更一步的探讨!本题方向更对应於高校中高等数学课程的题目!对初等微积分的

#

容更
综合的应用出来!而在港台地区也有教授初等微积分的部分!比较对应的试题考点也略
同!唯本题的解题思路较

$

保守!只需掌握具体的方法即可迎刃而解!题目的设置不太需
要考虑一些较难的情癋!只要顺著子问题的方向逐步求解即可顺利完成整道题目(

+("("

ßàø�Ôùú

/(+四校附加卷"#%'T"#%& 第"题*

+#*一体积
$

'"+>

$的长方体!其长(阔(高分
*$

"5+>(5+>及0+>!其中%

'

5

'

-(

+6*把长方体的表面面积表示成5的函数M+5*(!+$ 分*

+66*求WM

W5

及W

"

M

W5

"

!% ?5?-(!+" 分*

+666*绘出曲瞃:)M+5*(图中标示出局部极大点(局部极小点和拐点(!+- 分*

+6[*求M+5*的最大及最小值(!+" 分*

+=*求#的值!使得由曲瞃:)#5+# !5*和5轴所包围的区域的面积
$

&

$

(!+'分*

)&$)



-(+四校附加卷"#%&T"#%. 第"题*

+#*已知函数.+5*)5

$

!$5

"

!.5*"(

+6*求.Z+5*及.ZZ+5*(!+" 分*

+66*求.+5*的局部极大点(局部极小点和拐点(!+- 分*

+666*绘出曲瞃:).+5*(!+" 分*

+6[*绘出曲瞃:).+

5

*!"(!+" 分*

+=*求由曲瞃:)5

$

!$5

"

!.5*"和直瞃:)5*"所包围的区域的面积(!+&分*

'(+四校附加卷"#%.T"#"# 第"题*

+#*设曲瞃:).+5*通过点+#!$*及.Z+5*)5

"

!"5!$(

+6*求.+5*及.ZZ+5*(!+$ 分*

+66*求.+5*的局部极大点(局部极小点和拐点(!+/ 分*

+666*绘出曲瞃.).+5*!!"

'

5

'

+ (!+$ 分*

+6[*绘出曲瞃:)

.+!5*

!!+

'

5

'

" (!+% 分*

+=*求由曲瞃:)!5

"

*+5*$及:)$

5!%

所包围的区域的面积(!+& 分*

)

÷D

*

第/题?用了应用题的形式呈现!具体解题的情癋与题+类同!但这眧要注意+#*+6[*

部!由於题设所限了区间范围!再由题目编排可知其判定最值的方法是需要结合图像而
得!学生常犯的错误是误以

$

极植就是最值的情癋!而本题正是其最大值是取端点的情
癋!因此需要小心(其次+=*部求面积的情癋转化

$

解对应未知数的情形!这种解法要小
心常量与变量的关!运用积分求式建立方程求解出未知数#!当中要注意积分中的被积
函数需要加上

/

对值!使其值
$

封闭图形的面积(

第-题中!特
*

提醒+#*+6[*部涉及加入
/

对值後的函数与原函数在图像上的几何意
义!其具体表现

$

函数在:轴右侧的图像关於:轴作对称变
0

!以及图像的上下平移关(

第'题中!+#*部给出了函数的导数表达式!需通过不定积分求出原函数族!再结合
已知函数图像通过的点确定函数的解析式(和题-一样!特

*

提点当中+#*+6[*部关於函
数图像变

0

的问题!要注意图像关於:轴作对称变
0

?关於5轴作反射变
0

+翻折*(另外
是+=*部关於利用定积分求面积的问题!这题的封闭区域所对应包围的曲瞃有一个

$/

对
值函数!欲要?解它与另一曲瞃的大小+图像上的上下*关!我们需要分段讨论!把每种
情癋的面积作加总才得其区域的面积(

)

ùú

*

结合上述各题!不难发掘出试题
#

容要求学生"

+%*掌握多项式的微分法及求导公式+5

"

*Z)"5

"!%

!以对题目所给的多项式作一阶导
数及二阶导数-

+"*根据上述结果!利用一阶导数判
*

法求出函数的极值点!以及利用二阶导数判
*

).$)



法求出函数的拐点!这部分是整道题目的重点!因
$

接下来的题目需要运用这部分的结
论(当中需要考生判定其极值是局部最大值还是局部最小值!以及对不符合极值点或拐点
所对应的5值去-

+$*根据极值点(拐点(以及从导函数的正负与原来函数的单调性的关描绘函数图
像!当中也可能需要求出所给区间的函数值!函数的零点等!需全面分析函数图像的性
态!是这类题的难点(再者需根据题设的函数图运用对称(平移(伸展(收缩及反射等技巧
1&2作出新函数的图像+关於这类知识点在其他初等数学研究均有相关

#

容!如有需要可
再另文探讨*-

++*最後要求考生利用定积分计算平面图形的面积!当中常以涉及此结论作解题的轴
心"

!由曲瞃:).+5*!:)

(

+5*与直瞃5)#!5)=所围成的平面图形!当5

$

1#!=2时
!

有.+5*<

(

+5*!其面积M )

4

=

#

.+5*!

(

+5

[ ]
*

W5(

其难点在於判
*

两曲瞃的大小关!其次是运用定积分的运算性质及公式

4

=

#

5

"

W5)

%

" *%

5

"*[ ]%

=

#

+其中"

&

!%*求得面积(

!

´µ¶·
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!本文已提交澳门特别行政区教育及青年发展局作教研交流"

因式分解是整式乘法的逆运算!它是解多项式方程和不等式以及分式运算的基础'有
了因式分解!我们就可以对多项式方程和不等式进行降次!实现从高次到低次(化繁

$

简的
目的-有了因式分解!以多项式

$

分母的分式的四则运算才得以顺利进行!所以因式分解的
学习很重要'

管因式分解是整式乘法的逆运算!但对学生而言!两者的难度
"

不可相提?论'整数
乘法可类比数的运算!学生有比较好的基础!乘法法则包括单项式乘以单项式(单项式乘以
多项式到多项式乘以多项式!层次递进!环环相扣'但因

$

因式分解的方法比较多!也比较
灵活!技巧性

(

!其在一定程度上造成了学生的学习困难'虽
5

因式分解也可类比因数分
解!但在因式分解中!分解出的因式

"

比因数+主要是质因数*要杂得多'

基於上述原因!我们将在本文中讨论因式分解第一节课的不同设计及其优缺点'因式
分解第一节的

#

容主要包括"+%*因式分解的概念-+"*因式分解的第一个方法!即提取公
因式法的学习和初步训练'提取公因式法涉及两个技巧!一是最大公因式的确定!这是例
+%*的情形-二是将某个因式当作公因式提取出来!这是例+"*的情形!其中

=

涵
0

元的思
想'这节课看起来很简单!希望通过下文的讨论!可以让教育同仁看到学生的学习困难!明
白有些看起来很简单的东西!对学生来

5

!

"

是很难的
#

容'也希望老师们能在日後的教学
中注意教学细节!充分发挥好老师的讲解作用'

¦

(

#$%&

关於因式分解!人民教育出版社+後面简称人教社*的教材上出现过两种不同的引入
方式'一是类比因数分解!具体地

5

!从#把-$#分解成几个质数的乘积形式$类比将5

"

*5

和5

"

!%写成整式的乘积的形式!进而定义#因式分解
$

将一个多项式化成几个整式的积的
形式的变形$+人教社!"##&!@(%-/*-二是单刀直入!直接从整式乘法的逆运算角度在讨论
了5

"

*5和5

"

!%後给出定义+人教社!"#%$!@(%%+*'

)$+)



本文作者认
$

!可以从... I... *...的简便计算引入'这个计算稍杂!除了求助於
计算器!应该

6

有学生愿意直接算!怎
>

办呢3有学生可能想到乘法对加法的分配律!把两
个式子中的...提出来!得到... I+... *%*)...###!计算一下变得简单了,这就是做数
学的#啊哈$状态,进而!我们可设5)...!讨论这眧的变形过程!即5

"

*5)5+5*%*!将
#一个多项式化成几个整式乘积的形式$,

多年前!本文作者曾跟我国数学教育家张奠宙先生讨论时!张先生认
$

还可以从讨论
方程5

"

*5)#的解引入'学生不难观察到!这个方程有一个解5

%

)#!也可以通过进一步的
尝试!得到方程的另一解5

"

)!%'接下来是讨论方程是否还有
*

的解'可能有学生会注意
到!该方程可变形

$

5+5*%*)#!进而可以得到只有5)#和5*% )#两种情癋'

比较这四种引入方法!我们认
$

从... I... *...的计算引入最合适!提取公因式的过
程迫切而自然!而且起点较低!可以激发数学能力较低的学生的学习兴趣'人教社的两种处
理方式

6

能
5

明
$

什
>

要做因式分解'从方程5

"

*5)#的解的个数的讨论引入对一般学生
来

5

!挑战性太大'

Æ

(

'(�)à¯

人教社+"##&!"#%$*的教材!直接从># *>=*>++或@# *@=*@+*入手!各项都有个
公共的因式+即公因式*>!然後基於>+# *=*+*)># *>=*>+得到># *>=*>+)>+#

*=*+*!?
5

另一个因式是># *>=*>+除以>得到的商'将# *=*+

5

成是># *>=*

>+除以>得到的商
6

错!但不如将其表述
$

># *>=*>+的各项除以>得到的商的和更
具操作性'

如果在概念引入的时候?用... I... *...的简便计算引入!现在就可以设5)...!

其中的变形就是"5

"

*5)5+5*%*'右边的单因式5是5

"和5的公因式!把5

"和5中的5提
出去後!分

*

得到5和%!所以第二项是5*%'当发现有公因式的时候!把公因式提出去就可
以很快将多项式变成乘积的形式!所以提取公因式是因式分解最基本的方法'

Ý

(

öq*£

在人教社+"##&!"#%$*的教材上!用了如下两个例子"+%*&#

$

=

"

*%"#=

$

+-+"*"#+=*+*!

$+=*+*(对例+%*!教材直接分数位部分+&和%"*和字母部分+#

$

=

"和#=

$

+*讨论得到它的公
因式+#=

"

!但
6

有引入最大公因式的概念'对例"!指出=*+是公因式後很快得到了结果'

对例%!我们可以把它改编成如下的
6

有正确答案的选择题!让学生来讨论'

下面是+名同学给出的例+%*的因式分解的答案!请问其中哪些是正确的3

+$*++"#

$

=

"

*$#=

$

+* +%*#=

"

+&#

"

*%"=+*

+&*+#+"#

"

=

"

*$=

$

+* +'*+#=+"#

"

=*$#=

"

+*

)++)



这四个选项中!按照提取公因式法的定义!前面的三个都
6

有错误'第一个只提了数
的公因数!第二个只提了字母部分的公因式!第三个既提了数的公因数!也提了字母部分
的公因式!但

6

有把所有的公因式都提取出来!什
>

是#所有$的公因式呢3我们可以仿照
小学中学过的#最大公约数$的概念提出#最大公因式$的概念!把它提出来後!得到的式子
"#

" 和$=+就不再有任何#交集$了,这就是数学对#最简$的追求!对简洁美的追求,

第四个选项有计算错误!通过对它的讨论可以提醒学生如何检验因式分解结果的正确
性'在这样的讨论过程中!有比较(分析(检验等数学思维

=

含其中!可极大地提升学生的思
维水准和数学交流能力'

对例"!教师在讲解的过程中!需要边讲边标示!讲的时候要有意识地把=*+单独念出
来!?用红色的粉笔将=*+圈示出来"# +=*+*!$ +=*+*!以显示在这眧我们可以把他
们看作一个整体!当作一个因式提出去'从数过渡到式!要将字母和字母组成的代数式作同
样的处理!对很多学生来

5

!这是非常难的事情'

á

(

Ú+,-ý*Ù

在课堂练习部分!人教社两版的设计比较接近!"#%$版的比"##&版的多了"道!下面呈
现的是"#%$版的'

%(把下列各式分解因式"

+%*#5*#: +"*$>5!->:

+$*&>

"

" *">" ++*%"5:V!.5

"

:

"

+/*"#+:!V*!$=+V!:*

+-*@+#

"

*=

"

*!O+#

"

*=

"

*

"(先分解因式!再求值"

+#

"

+5*'*!$+5*'*!其中# )!/!5)$'

$(计算/ I$

+

*+ I$

+

*. I$

"

'

第%题中的-道小题!第+%*题可
0$

5

"

*#5!这是之後要学习的一元二次方程中较简
单且常见的题型-第+$*题可

0$

&>

"

" *"#>"

"

!与++*一起让学生练习例+%*的方法'第
+/*和第+-*题可互

0

!因
$

第+-*题的公因式能观察出来!而第+/*题则需要把前後两个
式子中的一个的符号变

0

一下才能
?

出公因式:!V或V!:!对符号运算不熟悉的同学容易
出错'

第"题意义不大!可舍去'第$题可改成两个子问题"+%*计算&& I.... *%" I....-

+"*给你自己和同学出$道可以用类似方法的计算题'这眧的第+%*题是仿照引入的例子!

将...变成了....!... *%则
0

成了&& *%"!学生注意到这样的结构後!可以从结果出发!

建构更多的问题!学会了自己出题!就融会贯通了'

代数常被看作是高等数学的门槛+M9?dL@A21!"##/*!在中学如何说明学生打好基础
)/+)



需要深入分析!?在此基础上设计出激发学生思考的问题!供学生讨论(发挥和拓展!?
$

後续主题的学习做些铺垫!日积月累!学生将会越来越喜欢数学'
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!本文获清远市清新区优秀论文评选二等奖"

Ï Ð

!在新课标背景下!高中数学作业普遍实施分层作业!但是当前高中数学分层作
业的设计如何设计出迭进的效果!让学生一层一层迭进完成作业!学得更加轻!掌握得更
加牢固!对学习更有兴趣!使教学效果最大化!一直是我们研究的重点(鉴於此!本文结合教
学实践!阐述核心素养下高中数学作业如何分层设计出迭进的效果!以便教师通过改进分
层设计模式!设计出迭进的效果!提升课堂的效率(

ÑÒÓ

!基础过关-适度拔高-迭进-因材施教
新课标+"#%'年版*明确要求"高中数学课程面向全体学生!实现人人都能获得良好的

数学教育!不同的人在数学上得到不同的发展1%2

(心理学告诉我们!人的心理发展是受各种
因素的影响!有先天性的原因也有後天性的因素!具有不平衡性(差?性和阶段性(因此要
实现新课标的要求!提高数学教学效果!就必须一切从实际出发!因材施教!实行分层教学(

基於此!教师在课後作业的?置也应该进行作业的分层?置!根据学生能力水准有针对性
地制定作业方案!所以课後作业设计应该有层次感!有挑战性!难易科学搭配!紧扣知识点!

重点突出#四基$#四能$的考查和数学核心素养的达成!让班级学生朝著个人发展目标展
开探究实践!提升个人数学核心素养水准!提高学生数学学习的兴趣(下面从一小节分层作
业设计来总结迭进设计的初步探究与思考(

.�/0Ìz12ý÷D

"

¦

#

]34Ñ

%(设集合$).5S!"

'

5

'

"/!P

$

整数集!则$

5

P中元素个数
$

!!!!(

7注8考查交集!限制条件下集合的简化!以清晰集合的属性!重视限制条件或隐含条
件对问题的影响!又如後续学习函数的一个法则"定义域优先(

)'+)



"(设集合̂ ).%!"!$!+!/!-!'/!$)."!$!+!//!%)."!$!-!'/!则%

5

&

^

$)

!!!(

7注8考查交集(补集!运算顺序的清晰化!韦恩图应用!以及逻辑推理能力考查(

$(+单选*已知集合$)

5S5?#或5<

{ }
"

!%)

5S!槡/ ?5?槡{ }
/

!则+!!*

$($

5

%)

(

!!!%($

6

%)7!!!&(%

7

$!!!'($

7

%

7注8设问开放!需要学生探索求解!数轴法应用!选项设计容量大!多元化(需要学生
对子(交(?(补运算熟悉!也考查了数形结合能力(

+(已知集合̂ )7!$).5

5

?"/!%).!"!#!%!"!$!+/!则如图阴影区域所表示
的集合

$

!!!!(

7注8题呈现方式丰富!集合展示多样化!列举(描述法(图像法皆有之!学生须明晰
阴影区域与集合运算之间的对应关(可以是%

5

+&

7

$*!也可以是&

%

+$

5

%*!教师点评
作业时应开拓学生视野!?可以变式重练!重新设置阴影区域(

"

Æ

#

567�

/(设集合$).5S:)5/!%).:S:)5

"

/!$

5

%)!!!!(

7思考8若$).+5!:*S:)5/!%不变!$

5

%)!!!!(

若$).+5!:*S:)5/!%).+5!:*S:)5

"

/!$

5

%)!!!!(

7注8集合属性认识下的集合运算!判定集合属性!进行简化或等价转
0

!是集合运算
的首要步骤(

-(设集合$).%!"!$!+/!若$

6

%).%!"!$!+!/!-!'/!则满足条件的%有!!!!

个-

若&).:S:)$5!"!5

$

$/!则$

5

&)!!!!(

7注8形式上一题两空!较
$

新颖!第一空须对集合%的本质予以探索!探索之下
$

枚
举!本质归纳

$

$的子集-第二空也可以
5

是一种新定义!定义域就是集合$!

$

後续函数学
习埋下伏笔!题目设计中的新情境!新面貌!对学生的创新思维与应激训练有一定帮助(

'(设集合$).%!$!槡>/!%).%!>/!$

6

%)$!则>)!!!!(

7注8考查特殊?集关的等价转化!本题还可延伸"将条件改
$

#!$

5

%)%$!答案
会改变吗3对於此题的条件翻译与简化!也是韦恩图的应用(

&(设集合4(F

$

集合J的非空子集!且4(F不相等!F

5

&

J

4 )

(

!4

6

F )

!!!!(

7注8抽象集合的运算!如何求解!抽象问题具体化!可以图像化!即借助韦恩图!也可
)&+)



特殊化!借助具体函数代入求解(

.(+多选题*已知集合$).5S5?!%或5<"/!%).5S5

(

# !%/!若$

6

%)7!

则实数#的取值可
$

+!!*

$(!%!!!%(#!!!&(%!!!'("

7变式一8求#的取值范围-

7变式二8修改题中的$

6

%)7!变
$

%

5

&

7

$

& (

!求#的取值范围(

7注8集合运算中的含参问题处理!本质与後续的恒成立(存在性问题关联!含参问题
既是高中数学的一个重点!也是难点!平时要多接触!引导学生学习常见的处理策略!也重
在考查学生的分析能力!分类讨论思想(数形结合能力等(

从以上分层作业设计我发现一些我们应该注意的地方"+%*作业的设计本应多元化!

但是应试教育的指挥棒下!高中生大多学业压力重!时间安排紧密!教育环境滞後!学校评
价指标相对单一!故而作业的设计一般以所教和学的知识训练与

(

化
$

主!而幼稚园的学
生因

$6

有固定的学业压力!故而其作业丰富多彩!高中生很难有空馀时间!也缺乏相应的
机制与条件!现在资讯化时代!如网路查资料!当我们在教杨辉三角相关知识!可以让学生
上网查

@

杨辉三角相关资料等!再如一些调查问卷!也都难以实行等!因此分层作业设计是
重在#知识训练与

(

化$这个角度'+"*分层作业设计最关键一点是因材施教!虽然高考要
求都是一致!但是学生水准有差?!故而更应知!以人

$

本!应根据学生的实际能力与水准
取选择合适的题!数量适宜!尽可能通过合适的题去调度学生的参与性!积极性!刺激他们
成功感(+$*选题上一般须参考高考题(经典考法!以及考查问题的学科整体性(延续性!集
合的运算对後续解集(求范围!厘清集合间的关等都有基础性的作用(一组题!须囊括一
个知识体系!

#

容上要估计清晰!顾及到位!也不忘常规思维方法的考查(能力考查'比如此
节集合运算!对学生关键能力!

$

基本概念理解能力(数形结合能力(集合简化能力(求解运
算能力'故而在选题时!教师应透析题目背後所渗透的核心素养!能力要求!选题分好层!循
序渐进!具有一定阶梯性!如先基础过关!当然要一定的挑战性!再适应拔高!甚至还应有一
些变式!一些思考!这些变式可以安排在题目中!也可以在教师点评时!予以

A

发!题型上尽
可能丰富一点!基本型(探索型(开放型(新概念型等!但要新而不难!耐人寻味(外瞃围著主
题!

#

瞃凝聚思维与能力!即有血有肉!还要与高考接轨!比如此设计中就有!多选题!一题
两空!总之!关注学情!倾注智慧(

总而言之!分层作业设计应对不同学生要求不一样!要把基础过关与适度拔高做到层
层迭进!相辅相成(
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数学计算能力是一项基本的数学能力!包含了计算的准确率和正确率两方面的计算能
力是学习数学和其他学科的重要基础'在小学数学教材中计算所占的比重很大!尤其是低
年级!学生计算能力的高低直接影响著学生学习的品质!如"数学中有些概念的引入需要通
过计算来进行-数学中解

-

实际问题的解题思路(步骤(结果也要通过计算来落实等!可见
学生的计算能力是至关重要的'所以提高学生的计算能力!就要从低年级的学生入手!认
真(严格的训练!这样才有助於培养学生的数学素养!有助於培养学生解

-

问题的能力!有
助於树立学生认真(细(耐心(不畏困难的品质'

多年的教学中!我深刻的体会到一个孩子如果计算能力不
(

!对这个孩子的整体数学
成绩都非常有影响!所以我在平时的教学中也非常重视对学生计算能力的培养'如何提高
孩子的计算准确性呢3我认

$

重点从以下七个方面进行训练"
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低年级作
$

关键的起始阶段!加(

3

(乘(除的入门学习对学生今後的继续学习将会
B

生深远的影响'教学实践告诉我们!任何杂的题都是由一个简单的问题组合而成的'无
论是两位数乘除两位还是两位数乘除三位数!或其他更杂的计算题!它们的基础都是#%#

以
#

的加
3

法$(#"#以
#

的加
3

法$#九九乘法口诀$这些基础的知识不过关!达不到不假
思索(

C

口而出的程度造成的'如果#%#以
#

的加
3

法$(#"#以
#

的加
3

法$#乘法口诀$

6

有熟练
D

握!到了中高年级必然算不快(算不准'

Æ

(

?@a��AB

'

计算做得久!学生就会感觉到枯燥'要提高学生的计算能力!首先要让学生对於计算
有一定的兴趣!让学生在学中乐(乐中学'只有

B

生了一定的兴趣!学生才会在兴趣的激励
下尝试各种各样的计算策略毕业论文!提高自己的计算能力'比如!教师在培养学生对於
计算的兴趣时!可以让学生在?戏(竞赛当中学习-在有限的时间

#

口算(自己编计算题等'

多种形式训练的展开!有助於学生对於计算
B

生兴趣!?且还能
4

在一定程度上培养起良
)%/)



好的计算习惯7
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'

要让学生的运算能力有所提高!首要任务就是要让学生的口算(估算能力有所增长'

口算(估算能力是学生进行简便运算的基础!也是构成计算能力的重要部分'只有口算(估
算能力提高了!学生的笔算能力才会加

(

'因此!每名学生都要打好口算基础!加
(

口算训
练!提高口算能力'教师除了教材中的口算题目外!还应该再精心编制一定数量的!涉及面
广的口算练习题!让学生在课馀时间进行反复的练习!将口算作

$

一项经常化(长期化的训
练!使其处於整个数学的教学过程!循序渐进!逐步提高学生数学计算的快捷性'

培养学生的估算能力很重要!其中新课标中就把培养学生的估算能力列入到了教材
中!从中就不难看出估算能力的重要性'估算在数学计算以及实际生活当中都有很重要的
位置'在平常的课堂计算学习中!在计算前可进行估算!使学生合理灵活地运用多种策略
毕业论文去深思不足'在计算後对结果也进行估算!可以使学生获得有价值的检验'估算
能力也是一个人计算能力中相当重要的一个方面!具备良好的估算能力!一能帮助我们预
知计算结果!提高数学计算与浅析硕士论文能力-二可以解

-

实际生活中遇到的具体不足-

三可以检查计算的结果是否基本正确'口算不仅要计时!更重要的是要给孩子看出对(错!

对那些能在规定时间
#

考满分的要及时给予一定的
'

励!引起学生对口算的重视!另外要
注意口算是家庭作业中必做的一项!平时把这样一项工作坚持下来'这样才把口算这项能
力提高起来'

á

(
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'

熟练掌握必要的运算法则!对於学生计算能力的提高有显要的帮助!熟练掌握各类运
算法则是学生提高数学计算能力的基础!是其立足点和出发点'有些计算学习对於学生来
5

其实很简单!就算教师不教!大部分学生也会进行正确计算'

但是作
$

教师!

-

不只满足於学生会算!而是让学生从解
-

不足的过程中明白
$

什
>

这
>

算!理解算理!总结出法则!体验知识形成的整个过程'小学阶段计算的学习都要进行
四则运算)))加(

3

(乘(除!而不论是整数(小数还是分数!每一类数的每一种运算都有自
己特定的计算策略'正所谓#知其然!知其所以然$!计算教学要在领悟算理的基础上掌握
演算法!最後形成计算技能!不明白算理的演算法是机械的演算法!对计算技能的形成是不
牢固的'寻求算理演算法的和谐统一是正确计算的前提条件'

L

(
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'

学生的学习是一个反复认识和实践的过程!出错总是难免的'特
*

是低年级学生由於
)"/)



年龄特徵刚刚学习的知识比较容易遗忘'例如!退位
3

!前一位退了%!可计算时忘了
3

%'

同样!做进位加时!又忘了进位'特
*

是连续进位的加法!连续退位的
3

法!忘加或漏写的
错误较多!这些都与儿童记忆不完整有关'因此!教师要及时?解学生计算中存在的问
题!深入分析其计算错误的原因!有针对性地进行教学'

$

了更好地?解学生学习的情癋!

可借鉴语文教师批改作文的方法)))写评语'在学生出错处加上评语汇出错因!让学生知
道错的原因!是由於自己马虎大意!还是哪方面的知识掌握得不

4

好!知错的基础一把错题
重做一遍!对正确的知识再次加深认识巩固'教师要因人(因题地重点分析错题原因!大部
分学生都做错了的题!教师就要集中进行了讲解!分析错误的原因-对基础较差(常做错题
的学生!教师要多花时间在课後进行辅导'学生对自己作业中出现的错误要进行了自我反
思!每个学生准备一个本子!把每天作业中出现的错误记在本子上!?写出错误和改正方
法'

另外!要有针对性地把学生经常错的题目类似的题目作
$

学生的课堂作业!再次回馈
?解学生改错後的作业效果'改错题型的练习对学生是有要求"判断对错

2

找出错误处
2

分析错误原因
2

改正'课堂?取小医生找病因比赛的形式!让学生在比赛中获取知识'

#改错$不能仅满足于学生分清了错误原因!改正了错误!而且达到预防效果!教育学生对这
些错误有则改之!无则加勉'

N
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'

在计算教学时!要让学生弄清算理!不但知其然还知其所以然!这样!计算教学就会变
得生动活泼(多姿多彩'低年级学生直观思维占主导!逐渐向抽象思维过渡!心理学家认
$

"思维是从动作开始的'要使学生掌握数学知识!促进思维发展!就需要在形象思维和数
学抽象之间架一座桥睴!充分发挥学具操作的作用'在进行.加几教学时就可以让学生请
出小棒一起来学习!在学生自主动手操作中优化得出

?

十法!

$

後面继续学习进位加(退位
3

打下基础'还可以利用学生已有的知识经验去理解新知识!构建教学知识结构的主要方
式!教学中恰当地运用旧知识!通过类比同化新知!实现知识的正迁移!有利於学生对新知
的理解和对新的认识结构的认同'比如!想加算

3

(口诀求商等都是学生通过知识间的联
来进行继续学习的'再如进位加和退位

3

的方法要讲清楚!让学生理解透彻!他们才能
正确熟练地运用方法计算'

V

(

HIWXYa�I Z[�20-\

'

良好的计算习惯!直接影响学生计算能力的形成和提高'许多学生计算法则都能理解
和掌握!但常常会发生错误!主要是缺乏严格的训练!

6

有养成良好的学习习惯'

要提高学生的计算能力!必须重视良好计算习惯的培养'%7使学生养成认真校对的习
)$/)



惯'要求学生对所抄写下来的题目都进行认真校对!细到数位(符号!做到不错不漏'"7使
学生养成审题的习惯'要求学生看清题目中的每一个资料和运算子号!确定运算顺序!选
择合理的运算方法'$7使学生养成仔细计算(规范书写的习惯'要求学生书写工整!书写
格式要规范'同时!能口算的要口算!不能口算的要认真笔算!

(

化学生规范打草稿的习
惯'列

E

式计算时!数位要对齐!数字间要有适当的间隔!进位元的确数位要写在适当的位
置上!退位点不能少'+7使学生养成估算和自觉验算的习惯'教师要教给学生验算和估算
的方法!?将验算作

$

计算过程的一个重要环节进行严格要求!提倡用估算进行检验答案
的正确性'

计算教学是一个长期杂的教学过程!要提高学生的计算能力也不是一朝一夕的事'

俗话
5

!要想练就一身过硬的本领!就必须得拳不离手!曲不离口!口算能力的培养也是如
此'它是一个日积月累的过程!只有教师和学生的共同努力才有可能见到成效'
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本文题目的拟定!仿照被收入%朝花夕拾&的鲁迅先生于%."-年写的一篇童年妙趣生
活的回忆性散文%从百草园到三味书屋&'

鲁迅先生写百草园!以#乐$

$

中心!以简约生动的文字!描绘了一个奇趣无穷的儿童乐
园!其间穿插#美女蛇$的传

5

和冬天雪地捕鸟的故事!动
F

结合!详略得当!趣味无穷'

而三味书屋则是一个完全不同的世界!作者写出了三味书屋的陈腐味!

5

它是#全城中
称

$

最严厉的书塾$!儿童在那眧受到规矩的束缚'但作者?未将三味书屋写得死气沉沉!

而是通过课间学生溜到後园嬉耍!老私塾先生在课堂上入神读书学生乘机偷乐两个小故事
的

G

述!使三味书屋充满了谐趣!表现了儿童不可压抑的快乐天性'

)//)



回忆入职圣中六校之後!得卢浩然主任指示和朱洁贞科组长指引!在"#"#年%#月组
建了高中数学拔尖班!%#月"#日开始了第一节课'当时全员都是中文部的同学!如今已经
发展成

$

中英文两个校部的全部高中三个年级的同学了'

天若有情天亦老!人间正道是沧桑'高三理甲的陈?锋同学!自从加入拔尖班後!对数
学科学高度热诚!学习积极主动(?研刻苦耐劳'他在%毕业心语&中

5

道"#自律永远是辛
苦的!这是我接受十多年教育所体会到的!但怕辛苦就永远不能成功'我认

$

想做一件事
?不难!真正难的是坚持做下去'既然我当初选择了数学竞赛!就不能抱著玩耍的心态!敷
衍了事-既然选择了!就要对自己的选择负责!要对得起老师!更要对得起自己'$

天道酬勤!终不负人'经过/%个小时(长达大半年的辛勤培训!刻苦?研!陈?锋同学
获得"#5"%学年度澳门校际数学比赛二等

'

第一名!"#"%港澳数学
9

林匹克公开赛+港澳
癧KLHVV3:@*暨亚洲国际数学

9

林匹克公开赛初赛+0(HVV3:@*银
'

!"#"%年第四
&

分
角尺作图国际

-

赛第二名的出色佳绩'陈同学感慨万端"#能
4

在
(

手如林的数学学霸的
夹缝中夺得一席之地!终於能

4

赶得及在毕业前
$

校
,

光(作
$

离校前留给母校的一份献
礼!我知足了'感恩天父'$

)-/)



以梦
$

马!不负韶华'陈同学实现了#从百草园到三味书屋$的华丽升级和变身'对於
很多同学而言!#三味书屋$的数学拔尖班的学习!远远

6

有其他活动的#百草园$那
>

吸
引'建基於此!#数学园地$在

H

惠玲副校长的关爱下应运而生'

记得那时在与
H

副校长的谈话中!她提到了广大学子学习数学的一个普遍现象!就是
对数学学习出现了一些恐惧(害怕的情绪!对数学学习不感兴趣!带有避之则吉的心态'她
问我能否从数学拔尖班著手搞些活动!以吸引同学们对数学加深?解!加

(

理解!提高兴趣'

带著副校的期望!在卢浩然主任的帮助下!我让林浩源同学出任高中数学拔尖班的班
长!计划把全部成员分成"人一组!从"#""年的+月下旬到-月上旬!每盷一期编辑排版了
#数学园地$!

$

以後的#数学天地$打造了雏形(奠定了基础'

#

容上涵盖了中学阶段的六
个年级!?留下了负责出版的同学的班级姓名!以便於有兴趣参加的同学可以联负责同
学参考对照解答'记得当时第一个找上门的就是e$0的胡友裕E9C[;同学!?对负责出题
排版的

#

容给予了高度正面的评价'这同时也极大地鼓舞了高中数学拔尖班的成员'

)'/)



当时被委任
$

#数学园地$组长的林浩源同学也不负
2

望!不负韶华!历经三载拔尖培
训!赶在高三毕业前夕!如陈?锋同学那般!

$

校
,

光!获得世界数学邀请赛+fH("#"$*铜
'

!成
$

又一个#己立立人$的圣中模范生!

$

学弟学妹们树立了好榜样!意义深远'

今学年+""5"$*开学伊始!结合数学科组的实际情癋!贯彻学校行政的指示精神!我们
全体数学老师组建了#数学天地$壁报栏目!打造了一个吸引同学对数学加深?解(提高兴
趣的平台!同时也

$

学有馀力的同学构建了#跳一跳!摘得到$的培养数学思维的舞台'

)&/)



一个学年行将结束!回顾总结情癋如下'#数学天地$由整个科组全部老师倾力打造!

#悬想悬赏$项目的学生解答缴交由全部任教老师收取任教班级加以整合上传!再由陈永
(

和邓海棠老师分
*

负责初中(高中的相关题目的拟定(解答以及批改(计分'相关事务得以
顺利进行!全赖各位老师分工明确(团结协作(齐心合作'

参与人次 获
'

人次

中文部 英文部 参与合计 中文部 英文部

初一+含e%* + +

初二+含e"* - " & "

初三+含e$* %" $ %/ $

高一+含e+* %" %. $% % "

高二+含e/* /# "$ '$ . "

高三+含e-* - - %

合计 &- /% %- +

整合数学科组全力!挖掘中英同学睶力!加
(

数学科吸引力!星月伴行任重道远'

)./)
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在平面几何中!托勒密定理是中学数学中与圆
#

接四边形性质有关的重要定理!本文
将对它进行研究?推广到另一个全新的定理

!!

开世定理'

¦

(

]^_`R

]^_`R

!当四边形
$

圆
#

接四边形时!四边形的两组对边乘积之和等於两条对角
瞃的乘积'

ÈD

!如图%所示!$%&'是圆
#

接四边形!过点
$作$2交%'於点2!使

1

% )

1

" (

又S

1
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1
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$%&_

)

$2'(
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)

$&

$'

!即$'

,

%&)$&

,

2'(!!

!

S

1

% )

1

" !T

1

%$2)

1

&$'(

又S

1

/ )

1

-!T

)

$&'_

)

$%2(

T

$&

$%

)

&'

%2

!即$%

,

&')$&

,

%2(!!

"

!

*

"

!得"$%

,

&'*$'

,

%&)$&

,

+%2*

2'*)$&

,

%'!命题得证(

托勒密定理在解
-

瞃段比例问题上!常有出其不意的本领'

下面来看一个应用此定理的例子'
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接四边形的对边之积!因此可以考虑利用托勒密定理来找出当中的比例关'
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$ 8

J的切瞃知
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'̀ *2'

,

1̀ )+21

,

'̀ !即2'

,

1̀

21

,

'̀

)$ (

下面!我们再看一个杂一点的例子'
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以上描述的是开世定理的标准形式!下面我们尝试把开世定理进一步拓展'

若将圆中的+个
#

切圆逐一改
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$+

*G

"$

G

%+

)G

%$

G

"+

是否成立3

设
8

C

6

的半径是7

6

!

8

C

6

与
8

C的切点分
*

$

`

6

(由前面的结论!对於6!X

$

."!$!+/且6

&

X!同理可得"

C

6

C

X

"

)+7*7

6

*

"

*+7*7

X

*

"

!"+7*7

6

*+7

*7

X

*

% !

`

6

`

X

"

"7

( )
"

)+7

6

!7

X

*

"

*+7*7

6

*+7*7

X

*

,

`

6

`

X

"

7

"

C

%

C

X

"

)+7!7

%

*

"

*+7*7

X

*

"

!"+7!7

%

*+7*7

X

*

% !

`

%

`

X

"

"7

( )
"

)+7

%

!7

X

*

"

*+7!7

%

*+7*7

X

*

,

`

%

`

X

"

7

"

於是
)--)



!!G

6X

) C

6

C

X

"

!+7

6

!7

X

*槡 "

)

7!7槡 6

,

7!7槡 X

,

`

6

`

X

7

!!G

%X

) C

6

C

X

"

!+7

%

*7

X

*槡 "

)

7!7槡 %

,

7*7槡 X

,

`

6

`

X

7

TG

%"

G

$+

*G

"$

G

%+

)

%

7

"

,

7!7槡 %

,

7*7槡 "

,

7*7槡 $

,

7*7槡 +

,

+̀

%

`

"

,

`

$

`

+

*

`

"

`

$

,

`

%

`

+

*(

G

%$

G

"+

)

%

7

"

,

7!7槡 %

,

7*7槡 $

,

7*7槡 "

,

7*7槡 +

,

`

%

`

$

,

`

"

`

+

(

TG

%"

G

$+

*G

"$

G

%+

)G

%$

G

"+

成立(

最後!我们考虑四个圆均与
8

C外切的情癋'

×q

/!如图.!若有
8

C

%

(

8

C

"

(

8

C

$

和
8

C

+

分
*

与
8

C外切!G

6X

是
8

C

6

和
8

C

X

的外公切瞃+6!

X

$

.%!"!$!+且6

&

X/*!

8

C

%

(

8

C

"

(

8

C

$

和
8

C

+

按顺时针排列!则G

%"

G

$+

*G

"$

G

%+

)G

%$

G

"+

是否成立3

设
8

C

6

的半径是7

6

!

8

C

6

与
8

C的切点分
*

$

`

6

(

C

6

C

X

"

)+7*7

6

*

"

*+7*7

X

*

"

!"+7*7

6

*+7

*7

X

*

% !

`

6

`

X

"

"7

( )
"

)+7

6

!7

X

*

"

*+7*7

6

*+7*7

X

*

,

`

6

`

%

"

7

"

於是

G

6X

) C

6

C

X

"

!+7

6

!7

X

*槡 "

)

7*7槡 6

,

7*7槡 X

,

`

6

`

X

7

TG

%"

G

$+

*G

"$

G

%+

)

%

7

"

,

7*7槡 %

,

7*7槡 "

,

7*7槡 $

,

7*7槡 +

,

+̀

%

`

"

,

`

$

`

+

*

`

"

`

$

,

`

%

`

+

*(

G

%$

G

"+

)

%

7

"

,

7*7槡 %

,

7*7槡 "

,

7*7槡 $

,

7*7槡 +

,

`

%

`

$

,

`

"

`

+

(

TG

%"

G

$+

*G

"$

G

%+

)G

%$

G

"+

成立(

为综合开世定理的以上四种情癋!我们用下面五个表格描述四个圆之间取外公切瞃
或

#

公切瞃的情癋'当
8

C

%

(

8

C

"

(

8

C

$

(

8

C

+

$#

切圆时!有

)'-)



当
8

C

%

(

8

C

"

(

8

C

$

#

切!

8

C

+

$

外切圆时!有

当
8

C

%

(

8

C

"

#

切圆!

8

C

$

(

8

C

+

$

外切圆时!有

当
8

C

%

#

切圆!

8

C

"

(

8

C

$

(

8

C

+

$

外切圆时!有

当
8

C

%

(

8

C

"

(

8

C

$

(

8

C

+

$

外切圆时!有

)&-)



不难看出!当
8

C

6

和
8

C

X

都同
$

外切圆或
#

切圆时!G

6X

表示
8

C

6

和
8

C

X

的外公切瞃-

当
8

C

6

和
8

C

X

中的一个为外切圆(另一个为
#

切圆时!G

6X

表示
8

C

6

和
8

C

X

的
#

公切瞃'下
面我们证明前面的

öa

$'

X®

!题目中似乎符合开世定理的几何条件!我们可以考虑把点%(&('退化成三个半
径

$

#且与
8

C相切的圆'

ÈD

!把点%(&('看成三个半径
$

#的退化圆!按顺时针排列的
8

%(

8

'(

8

CZ和
8

&

都分
*

与
8

C外切'每两个圆之间的外公切瞃为G

%'

)%'!G

CZ&

)&F!G

%&

)%&!G

'CZ

)'4!

G

'&

)&'和G

%CZ

)%4'

由开世定理可得"G

%'

,

G

CZ&

*G

%&

,

G

'CZ

)G

'&

,

G

%CZ

!即%'

,

&F*%&

,

'4 )&'

,

%4'

)

öa

+* 如图%#!已知圆C的直径
$

$%!点
A和点a是圆C上的两点!且分

*

在$%的两侧'

aN

*

$%!垂足
$

N'设直径
$

N$和N%的两圆
C

%

和C

"

#

切於圆C'A&和A'分
*

是A到圆C

%

和圆C

"

的切瞃'

²È

!A&*A')Aa'

X®

!仿照上题!把点A和点a看成是退化
圆!不难发现点a与圆C

%

和C

"

的切瞃都是aN'

ÈD

!把点A!a看成是与
8

C相切且半径
$

#的退化圆'设圆C

%

和C

"

的外公切瞃
$

G

%"

!那
>

8

C

%

(

8

C

"

(

8

A和
8

a都
#

切於
8

C'

由开世定理!可得"

A&

,

aN*A'

,

aN)Aa

,

G

%"

!则A&

,

A')Aa

,

G

%"

aN

(

而G

%"

) +NC

%

*NC

"

*

"

!+NC

"

!NC

%

*槡 "

) +NC

%

,

NC槡 "

) N$

,槡 N%(

SaN

*

$%!

1

$a%).#L!T由射影定理知aN

"

)N$

,

N%!即aN) N$

,槡 N%(

TA&*A')Aa

,

aN

aN

)Aa(

Ý

(

dã

本文把托勒密定理推广到开世定理!让托勒密定理的等式得以在
#

外公切瞃中重新展
现'圆是一个美丽对称的几何图形!让圆退化成一点!不但不会影响开世定理的几何证题!

更让证明过程妙趣
<

生'在平面几何问题中!当遇到圆
#

接四边形时!利用托勒密定理可以
).-)



更快地找出其中的等量关!甚至可转变
$

比例关'而当遇到两个以上的圆时!我们可以
把圆上的点退化成半径

$

#的圆以补充不足四个圆的情癋!这样就可以使用开世定理找出
四个圆的

#

外公切瞃长的等量关'本文给出了开世定理的证明及其一些优雅的应用!当
中更多有趣的应用则有待读者自行发掘'

)#')
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棱锥的外接球和
#

接球是高考和数学竞赛中立体几何方向的热门考点!使用一些常用
结论可以有效缩短解题的时间'本文将探讨正四棱锥外接球和

#

切球的重要性质和在高考
真题中的应用'

¦

(

�áef�g±hhijðkhhiÌ¯

%(%

�áef�g±hhiÌ¯

如图%所示!在正四棱锥A!$%&'中的
'

A%'!分
*

作A%!A'!%'的垂直平分线NC!

aC!7C!三线共点於点C!则C是
'

A%'的外心!同理可得C是
'

A$&的外心!故C

$

正四
棱锥A!$%&'的外接球球心(

%("

�áef�ðkhhiÌ¯

如图"所示!在正四棱锥A!$%&'中!分
*

作
'

A$%和
'

A&'在$%!&'上的高A7!

Aa!再作
'

A7a的三条角平分线!三线共点於J!则J是
'

A7a的
#

心(由对称性!同理可得
J是$'中点(%&中点与点A三顶点所构成三角形的

#

心!则点J是四棱锥A!$%&'的
#

切球球心(

)%')



现在我们确定了正四棱锥外接球球心和
#

切球球心的位置!只需再找出外接球半径和
#

切球半径就可以确定外接球和
#

切球的大小!因此我们接下来探索正四棱锥外接球半径
和

#

切球半径(

Æ

(

�áef�g±hlmjðkhlm

"(%

�áef�g±hlm

×q

%!如图$所示!在正四棱锥A!$%&'中!点C

$

外接球球心!点F

$

%'中点!点
1

$

%A中点!设$%)#!A$)=求外接球半径D的长(

£

! S点C

$

外接球球心!TD)CA(

由勾股定理可得!

%F)

%

"

%')

槡"
"

#!

AF) %A

"

!%F槡 "

) =

"

!

%

"

#槡 "

(

S点1

$

%A中点!C%)CA!TC1

*

%A(

因此!外接球半径长为

D)CA)

A1

+,-

1

%AF

)

A1

,

%A

AF

)

%

"

=

,

=

=

"

!

%

"

#槡 "

)

=

"

+=

"

!"#槡 "

(!!+%(%*

"("

�áef�ðkhlm

×q

"!如图+所示!在正四棱锥A!$%&'中!点J

$#

切球球心!点C

$

%'中点!

点1

$

$%中点!在A1取一点E使得JE

*

A1於点E!设$%)#!A$)=!求外接球半径
D的长(

£

!SJE

*

A1!1C

*

AC!

1

1AC)

1

JAE!

T

)

1AC_

)

JAE!

T

AJ

A1

)

JE

1C

(!!+%("*

S1

$

$%中点!A$)A%!TA1

*

$%(

由勾股定理可得!

)"')



A1) =

"

!

%

+

#槡 "

!AC) A1

"

!1C槡 "

) =

"

!

%

"

#槡 "

注意到D)JC且AJ)AC!D!代入+%("*中得!

=

"

!

%

"

#槡 "

!D

=

"

!

%

+

#槡 "

)

D

#

"

!

解得外接球半径长为

D)

# =

"

!

%

"

#槡 "

# *" =

"

!

%

+

#槡 "

)

# +=

"

!"#槡 "

"# *" +=

"

!#槡 "

(!!+%($*

Ý

(

nÈ

基於第二部分进行的盵明!我们尝试在EY,/Y=D#中验盵这两个结论'

$(%

g±h

利用第一部分的作法!画出正四棱锥A!$%&'的外
接球(+如图/*

经过测量可得# )"(&$!=)$("!代入公式+%(%*可
得!

D)

$("

"

+ I$("

"

!" I"(&$槡 "

/

"(#/(

可见我们用公式+%(%*计算出的答案与图中数值一致(

$("

ðkh

利用第一部分的作法!画出正四棱锥A!$%&'的
#

切球'+如图-*

经过测量可得# )"(&$!=)$("!代入公式+%($*可
得!

D)

"(&$ I + I$("

"

!" I"(&$槡 "

" I"(&$ *" + I$("

"

!"(&$槡 "

/

#(&"

可见我们用公式+%($*计算出的答案与图中数值一致(

)$')
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(

op

×q

$!已知正四棱锥的侧棱长
$

B!其各顶点都在同一球面上(若该球的体积
$

$-

!

!

且$

'

B

' 槡$ $!求该正四棱锥的体积的取值范围(+"#""年新高考
&

卷*

X®

!下面给出两种解法!解法%是使用三角函数的原始解法!解法"则使用我们推导
的公式+%(%*!不难发现解法"相比解法%更为简洁易懂(

£¯

%!设四棱锥A!$%&'外接球半径C%和侧棱A%的夹角
1

A%C

$"

!高
$

0!底
面的边长

$

#!外接球半径为D!4为%'中点(+如图'*

S外接球的体积
$

$-

!

!T

+

$

!

D

$

)$-

!

!解得D)$(

由馀弦定理及$

'

B

' 槡$ $得!

+,-

"

)

$

"

*B

"

!$

"

"

,

$

,

B

)

B

-

$

%

"

!

槡$[ ]
"

(

则B)-+,-

"

(而%4 )%A-6"

1

CA%)%A-6"

"

!则

%4 )

槡"
"

# )B

,

-6"

"

)--6"

"

+,-

"

!

也就是
5

# ) 槡- "-6"

"

+,-

"

!又有
0 )A4 )

%4

G#"

"

)

--6"

"

+,-

"

G#"

"

)-+,-

"

"

!

故U)

%

$

M0 )

%

$

#

"

0 )

%

$

+槡- "-6"

"

+,-

"

*

"

+-+,-

"

"

*)%+++-6"

"

+,-

"

"

*

"

(

下面考察-6"

"

+,-

"

"

的取值范围(设5)-6"

"$

%

"

!

槡$[ ]
"

!又设

.+5*)-6"

"

+,-

"

"

)-6"

"

+% !-6"

"

"

*)!5

$

*5!

则.Z+5*)!$5

"

*%(

当5

$

%

"

!

槡$[ ]
$

时!.Z+5*

(

#-当5

$

槡$
$

!

槡$[ ]
"

时!.Z+5*

'

#(

於是!.+5*最大值为.

槡$( )
$

)

槡" $

.

!.+5*最小值为>6" .( )%

"

!.

槡$( ){ }
"

).

槡$( )
"

)

槡$
&

(

因此!U

>#5

)%++ I

槡" $( )
.

"

)

-+

$

!U

>6"

)%++ I

槡$( )
&

"

)

"'

+

(

综上所述!U

$

"'

+

!

-+[ ]
$

(

£¯

"!设高
$

0!底面的边长
$

#(+如图'*

S外接球的体积
$

$-

!

!T

+

$

!

D

$

)$-

!

!解得D)$(

)+')



由公式+%(%*得!

B

"

+B

"

!"#槡 "

)$!即#

"

)

$-B

"

!B

+

%&

(

由勾股定理得!0 ) B

"

!

%

"

#槡 "

)

B

+

槡$- )

B

"

-

!因此

U)

%

$

M0 )

%

$

#

"

0 )

$-B

+

!B

-

$"+

(

设.+B*)

$-B

+

!B

-

$"+

!其中B

$

$!槡[ ]
$ $

!则

.Z+B*)

%++B

$

!-B

/

$"+

)

B

$

+"+ !B

"

*

/+

!

当B

$

$!槡[ ]
" -

时!.Z+B*

(

#-当5

$ 槡" -!槡[ ]
$ $

时!.Z+B*

'

#!则

U

>6"

).+$*)

"'

+

!U

>#5

).+槡" -*)

-+

$

(

综上所述!U

$

"'

+

!

-+[ ]
$

(

L

(

dã

本文推导了正四棱锥外接球和
#

切球的作法及半径的计算公式!倘若把公式运用於数
学公开考试或竞赛的选择题或填空题中!不但可以加快解题的速度!也可能给出一个全新
的解题思路'外接球和

#

切球半径的计算公式可以把题设提供的条件转化为最多只含有两
个变量的函数!从而避免了立体几何中繁琐的三角函数的运算及转化'因篇幅有限!本文仅
给出了正四棱锥外接球半径的一些应用!对於

#

切球及更多有趣的性质与应用则有待读者
自行发掘'

)/')
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baqr

!第十三课立体图形
bstx

!%澳门新思维数学&一上
baXY

!小学一年级
qrba�u

!

%(学生能
4

认识柱体(锥体和球体及其特徵'

"(能把立体图形分类'

$(通过操作和观察!初步认识柱体(锥体和球体!知道它们的名称!会辨认这几种物体
和图形'

+(培养学生的动手操作能力及观察能力'

/(通过活动!激发学生的学习兴趣!培养学生的合作(探究和创新意识'

ba�v12

}w�u ba�v baÊx �³Xº Ùx

学生能结合具体
的生活情境!认
识数学与生活的
联'

学生能专心聆听
*

人的分享'

学生能主动分享
自己的看法'

¦

(

%&�v

: I

故知新
7老师8老师先和学生习一
下简单的平面图形'+三角形(

长方形(正方形(圆形*

: y�zvX{

7老师8老师展示日常可看见
的立体图形实物!引发学生观
察!?令学生

55

有哪些形
状!引发好奇心'

教学简报

日常可看见的
立体图形实物

/分钟 学生在课堂上的
反应'

)-')
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量

学生能接受他人
的意见

学生能观察立体
图形!初步尝试
把立体图形进行
分类'

学生能乐於参与
数学学习活动!

表现积极的态
度'

7老师8老师提问"你们在哪
眧见过3是否认识这些形状3

7学生8+预期学生回答"我在
超市看到过'*

7老师8老师提问"你们知道
平面图形和立体图形的分

*

吗3

7学生8+预期学生回答"平面
图形是只能看一面!立体图形
是能摸到的'*

7老师8老师补充"平面图形
是只能看一面'能看到物件
前(後(左(右(上(下!能看到
每一面的便是立体图形'+每
一位同学都是立体的!我们能
看到同学的前(後(左(右(上(

下'*

Æ

(

@|�v

: �v¦

!

Õò}~��

%(两至三人一组!将不同形状
的立体图形模型分发给学
生放在桌上!让他们触摸和
观察这些模型'

"(引导学生问题"哪一个立体
图形能

J

动3

$(把能
J

动的立体图形举起
来+圆柱体(锥体(球体*'

+(7老师8老师引导学生问
题"哪个形状有最多的面3

+柱体)像薯片筒*

/(7老师8老师引导学生问
题"哪个形状有最少的面3

+球体)像球T橙*

教学简报

立体图形教具
-

'份

立体图形实物

/分钟

老师观察学生在
学习过程中的学
习表现!包括参
与度(对概念的
理解和回答问题
的能力'

)'')
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量

学生能区分出柱
体(锥体和球体
的特徵'

学生能辨
*

垒得
稳和不能垒稳的
图形'

-(7老师8老师引导学生问
题"哪个形状是尖尖的3

+锥体)像甜筒*

'(鼓励学生进行讨论!?概括
他们对不同形状的观察和
比较'

&(邀请学生分享?比较他们
的模型'鼓励他们提出问题
和观察!以帮助他们理解不
同形状之间的区

*

'

+能
J

动的"圆柱体(锥体(球
体'*

引导学生使用自己的话语来
描述这些特徵'

7老师8老师把圆柱体(球体(

锥体贴在黑板上!?让全班跟
老师读一次名称'

: �Û�-q

7老师8老师"现在同学们可
打开书本!我们一起完成书本
上的小习题'

7学生8学生在书本上完成勾
选的小习题'+勾选出能

J

动
的积木*

-

老师要在课堂中巡察学生
的情癋及进度'

: �vÆ

!

�¦�

%(引导学生用相同的立体图
形垒放在一起'

"(通过实践!感知有些立体图
形有宽而平的面!可以垒放
起来'

立体图形的名
称卡

立体图形的图
卡

宝贴

教学简报

"分钟

$分钟

老师观察学生在
书本小习题中是
否能选出正确的
答案'

老师观察学生在
学习过程中的学
习表现!包括参
与度(对概念的
理解和回答问题
的能力'

)&')
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量

学生能
5

出柱
体(锥体和球体
的名称'

学生能积极参与
课堂活动'

学生能描述柱
体(锥体和球体
的名称'

学生能
5

出柱
体(锥体和球体
的特徵'

$(邀请学生分享哪些立体图
形可以垒放-

+(+柱体可以垒放*

7老师8老师提问"有哪几个
立体图形可以垒放在一起3

请能垒在一起的组
*

举手'

7学生8+预期学生回答"圆柱
体(正方体(长方体'*

7老师8老师从上可以带出可
以垒放的便是柱体'

而有圆+圆柱体除外*或尖的
面就不能砯放'

7老师8同时老师把柱体特徵
卡可贴在柱体名称卡下面!以
帮助学生记得柱体特点'

: �Û�-q

7老师8老师"现在同学们可
打开书本!我们一起完成书本
上的小习题'

7学生8学生在书本上完成勾
选的小习题'+勾选出能垒得
稳的积木*

-

老师要在课堂中巡察学生
的情癋及进度'

7老师8老师"哪些图形垒得
稳又能

J

动3

�¨�a�}~ft���

��

7学生8+预期学生回答"圆柱
体'*

立体图形特徵
卡

宝贴

/分钟

$分钟

%#分钟

老师观察学生在
书本小习题中是
否能选出正确的
答案'

).')
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量

学生能区分出柱
体(锥体和球体
的特徵'

学生能把柱体(锥
体和球体分类'

学生能积极参与
课堂活动'

学生能按形状把
柱体(锥体和球
体分类'

: �vÝ

!

���¦�

%(邀请学生出来合上双眼!在
老师准备的随机袋中摸索!

?形容出来让全班同学猜
测'

"(邀请$位同学出来摸索!?
用简短句子形容摸到的特
徵'

$(柱体!!方方的'

+(锥体!!尖尖的'

/(球体!!圆圆的'

7老师8老师从上可以引导学
生

5

出柱体(锥体和球体的特
徵'

同时老师把柱体(锥体和球体
特徵卡可贴在名称卡下面!以
帮助学生记得(锥体和球体各
自的特点'

: �Û�-q

7老师8老师"现在同学们可
打开书本!我们一起完成书本
上的小习题'

7学生8学生在书本上完成圈
一圈的小习题'+圈出能符合
所描述的积木*

-

老师要在课堂中巡察学生
的情癋及进度'

: �vá

!

�¦�

7老师8老师"现在我们一起
完成书本上的小习题'

%(老师把- 种立体图形贴在
黑板上'

教学简报

立体图形特徵
卡

宝贴

立体图形实物
袋

"分钟

/分钟

老师观察学生在
活动中的参与程
度'

老师观察学生在
书本小习题中是
否能选出正确的
答案'

)#&)
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量

学生能结合具体
的生活情境!认
识数学与生活的
联'

"(邀请同学出来一起连一连
把柱体(锥体和球体进行分
类'

$(在黑板每连完一条也请学
生接著在书本上连瞃'

7学生8学生在书本上完成连
一连的小习题'+连出立体图
形的分类*

-

老师要在课堂中巡察学生
的情癋及进度'

Ý

(

dãÔ��

: �y�¤a�'f�×

q

&

£¤��

'

: �y�pÚ���Õò}

~�T��¦�

&

���

���ò

'

7老师8老师"我们今天学了
哪三种立体图形3大家有甚
>

发现3

7学生8+预期学生回答"柱
体(锥体和球体'*

7老师8老师提问柱体(锥体
和球体有甚

>

特点3

哪一个可以
J

动3+圆柱体T

球体*

哪一个可以垒得稳3+圆柱
体*

哪一个是圆圆的3+球体*

哪一个是尖尖的3+锥体*

7老师8老师"各位同学今晚
回家可以留意一下身边有甚
>

立体图形!明天告诉老师'

立体图形卡
宝贴

粉笔

/分钟

老师观察学生在
书本小习题中是
否能连上正确的
答案'

)%&)
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目标 教学活动 教学资源 时间分配 评量
: Ú+dã

!

��a�Õò

}~

&

Õò}~��;�

 ¡ò�©¦¢

&可以
J

动的我们称
$

圆柱体T球
体-可以垒得稳的我们称
$

圆柱体-圆圆的像球的
我们称

$

球体-尖尖的我
们称

$

锥体'

¦

(

bsÚ£

:

课本照片

)"&)
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教具
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:

教学中!目标最主要是让学生能分辨清楚柱体(锥体和球体'

:

因
$

这次的教学对象是一年班学生!在课堂中运用了实物教学法!先用学生日常生活中熟悉可
容易看见的的实物!如盒子(橙(雪糕筒等!来帮助他们认识和区分不同的立体图形'通过与实
物的联!学生可以更好地理解立体图形的形状和特徵'

:

其次!也通过了两至三人一组的分组活动让学生可以去触摸实际的立体图形模型!帮助学生理
解不同的立体图形!如立方体(圆柱体(圆锥体等'通过触摸和观察这些模型!学生可以更好地
理解它们的特徵和属性'他们还可尝试

J

动(垒一垒(观察和讨论!让他们更直观地理解不同的
立体图形和特徵'

:

在整个教学过程中也用了引导形式去重覆及提问形式去加
(

学生对立体图形名称及特徵的记
忆'实物教学方法可以激发学生的兴趣!提高他们的参与度和理解能力'从中也培养了学生对
立体图形的敏感性和观察力'

:

在课堂最後!运用了粉笔+圆柱体*垒一垒!学生们有很热烈的反应'

:

学生在课堂中学习态度也是积极主动!?且除了在活动中投入!他们有尽力去完成练习题目也
有积极地回答问题!从中可以看出学生都能区分出这三种立体图形的区

*

'

:

在这次的教学过程中!教学反思是我们需要根据学生的实际情癋和反馈!不断调整和改进教学
设计!在教材上%澳门新思维数学&的教学建议及教学简报都能

$

老师提供良好的参考及使
用!而且课本上例子及图形图片十分清晰准确!更有效的让学生学习及观察'

)+&)
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-月%'日 在鱶仔海岛公证署办理本会盰
:

手续'

!""#

X

-月'日 举办#中国数学教学的双基原理
!

"##"年数学教育高级研讨班$

!!

会议精神传达报告会'

%"月%$(%+日举行中小学#数学开放题教学$专题研讨会及示范课'

%"月 %澳门数学教育&创刊号出版'

!""$

X

+月%'日 举办#DHYW9P和动态数学教学$讲座'

.月$#日 赴杭州拜访教育研究中心!访问海宁市崇文实验学校及杭州市南宛
小学'

%#月.(%#日 举行#数学情景与提出问题教学$专题研讨会及示范课'

!""%

X

$月"+ ,"&日赴贵阳(兴义市参观和交流!访问兴义八中和延安路小学'

+月%-日 与教育出版社合办#突破儿童数学思维空间$研讨会及%新思维数学&

教材展览会'

%%月"-("'日举行#全国小学特级数学男教师教学风采展示$专题研讨会及示范课'

%"月"# ,"&日前往武汉访问华中师范大学第一附属中学(东方红小学以及育才第二
小学'

!""&

X

$月+日 举办#因材施教(拔尖保底
!!

如何帮助数学差生学习$专题研讨会'

)/&)



+月%+(%/日 赴广东省河原市第二小学和河源市中学观课'

-月"/ ,".日前往山东济南参观济南第十二中学和解放路第一小学'

%"月. ,%#日举行#国家数学教育高级研修班9数学教师教育:澳门会议$'

!""'

X

+月"&(".日 与全国尝试教学理论研究会合办#两岸四地小学数学课堂教学观摩及
5

课比赛$'

'月+(/日 与澳门大学教育学院合办#有效的数学教学"一个国际视角$及#有效
数学教学实务"美国的经验$讲座'

'月$#日至
&月$日 访问陕西省西安市吉祥路小学(西安市第一中学(西北工业大学附小'

.月%日 举办#创造性数学的想法及方法运用$讲座'

!""(

X

%%月%日 举办#小学数学专家讲座$'

%%月""日 举办#中学数学教育改革成功经验介绍暨课堂教学展示$专题会议'

!"")

X

/月".日($#日前往美国参加第$+

&

美国高中数学竞赛+0gHW*!荣获国际组第一
名'

&月%/日h"#日访问内蒙古包头市铁路二中'

%%月%+日 举办#数学教学的有效性与开放性$研讨大会及示范课'

%"月/日(-日举办#第一
&

澳门小学数学优质课堂教学$评比大会'

+庆祝祖国成立-#盷年!澳门回归%#盷年!本会成立/盷年活动*

!"*"

X

-月 成立#澳门数学
9

林匹克学会$!政府宪报刊登该会章程'

%%月"-日("'日组织%&名数学优秀学生前往北京参加首
&

世界数学团体锦标赛'

%月%&日 华东师范大学聘请汪会长担任华东师范大学国际数学
9

林匹克研究
中心澳门实验培训基地主任'

!"**

X

%月"&日 5美国高中数学竞赛6澳门区代表队荣获澳门特区政府颁授功绩
'

状'

.月"'日("&日与澳门大学教育学院合办#国际著名教育家苏霍姆林斯基教育理念介
绍会$'

)-&)



!"*!

X

-月.日 举办#如何激发学生数学创造力讲座暨中学数学课堂教学展示$公
开课'

&月% ,-日 赴吉林(延边中(小学进行学术交流'

%%月$ ,+日 举办#全国小学数学四大教学流派课堂教学展示课$'

%%月$日晚上举行庆祝本会成立十盷年晚宴!十盷年成果展'

!"*#

X

+月-日 举办亚太区小学
9

数+澳门区*选拔赛'

+月%+日 进行中学第二十四
&

(小学第十一
&

#希望杯$澳门地区第二试
-

赛'

+月%-日 名誉会长陈明金先生宴请本会!表示对本澳数学教育的支持和鼓励'

/月%%日 举办#幼儿教育理论讲座与幼儿教学实践示范课$'

-月%日 赴新加坡参加"#%$亚太小学数学
9

林匹克总
-

赛'

/月$%(-月%日前往美国参加第$&

&

美国高中数学竞赛+0gHW*!澳门队第二'

-月%/ ,%.日举办数学实验)))统计与概率工作坊'

'月%#日 澳门基金会
$

0gHW澳门队凯旋而归的健儿举行庆功宴'

'月%& 日 举行希望杯(亚太区小学
9

数+新加坡*(数学大王赛颁
'

礼暨
+0gHW*美国高中数学竞赛成果

K

报会'

&月% ,'日 赴哈尔滨(鸡西中(小学进行学术交流'

%%月%- ,%'日与澳门大学教育学院合办5尝试教学理论研究华人论坛6和幼儿教育
报告会'

%"月' ,.日 举办5中学(小学数学
9

林匹克教练员考级盵书培训班6'

%"月 %澳门数学教育&第十一期出版'

!"*$

X

%月%%日 举行5几何王6初中平面几何学习软件介绍会'

+月$日 拜访澳门基金会'

+月%$日 进行中学第二十五
&

(小学第十二
&

#希望杯$澳门地区第二试
-

赛'

+月%/日 拜访澳门教育暨青年局'

+月%'日至"%日赴台湾澎湖(高雄参访活动'

+月"-日 举办#史丰收速算法$介绍会'

/月$# ,$%日前往美国参加第$.

&

美国高中数学竞赛+0gHW*!澳门队第二'

-月%+日 举行5领导数学科组工作经验介绍会暨渖阳七中教学展示课6活动'

'月%%日 举行5几何王6初中平面几何学习软件培训班'

)'&)



'月%"日 举行希望杯(亚太区小学
9

数+新加坡*(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛(中小学数学

9

林匹克教练员考级盵书颁
'

礼暨+0gHW*美国
高中数学竞赛成果

K

报会'

&月%# ,%-日派学生前往四川西昌参加澳门基金会教科文中心航天团'

%#月%&日 举办#熟能生巧数学观点讲座暨高中数学教学展示课$'

%%月"" ,"$(

". ,$#日 举办#史丰收速算法$导师培训班'

%"月-日('日举办#第五
&

澳门小学数学优质课堂教学$评比大会暨全国协作区孔
子杯小学数学课堂教学大赛+澳门赛区*'

%"月 %澳门数学教育&第十二期出版'
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X

%月%-日 拜访澳门基金会'

%月$%日 举行成立#史丰收速算法$培训基地新闻发?会'

+月%"日 进行中学第二十六
&

(小学第十三
&

#希望杯$澳门地区第二试
-

赛'

+月%.日 拜访澳门教育暨青年局'

/月%#日 汪会长参加上海#小学数学教师教育高级研修班$'

/月"$日 举行5任勇的数学教学主张6讲座'

/月"& ,$%日前往新加坡参加第"-届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

/月". ,$#日前往美国参加第+#

&

美国高中数学竞赛+0gHW*!澳门队重获冠军'

-月%$日 举行希望杯(亚太区小学
9

数+新加坡*(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛暨+0gHW*美国高中数学竞赛成果

K

报会'

-月$ ,'日 澳门大学教育学院与本会合办#数学整数教育$专题研讨会'

-月-日 邀请意大利几何学专家和捷克数学家教育专家举行讲座'

-月"'日 往港参加史丰收速算两岸三地比赛'

'月%%日 与澳门大学教育学院(香港资优教育学会合办5环亚太杯国际数学邀
请赛总

-

赛6'

&月 %两岸三地升大数学教程&出版'

&月& ,%"日 澳门队赴桂林参加fH(世界数学邀请赛'

&月%/ ,"#日赴陕西省进行学术交流'

%#月%'日 举办#幼儿教育报告会及幼儿史丰收速算法演示课$'

%"月/日(-日举办#第一
&

小学新思维数学9澳门杯:课堂教学大赛评比大会$'

%"月'日 获澳门特
*

行政区授予团队功绩
'

状'

%"月 %澳门数学教育&第十三期出版'
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%月%'日 举办#儿童资优培育$介绍会'

$月/日 举办#希望杯数学兢赛试题分析$讲座'

$月%.日 合办#中(小学数学实验和智力发展$专题讲座'

/月"- ,".日前往新加坡参加第"'届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

-月$ ,+日 前往美国参加第+%

&

美国高中数学竞赛+0gHW*!澳门队获亚军'

-月%&日 举行希望杯(亚太区小学
9

数+新加坡*(数学大王赛(环亚太杯国际
数学赛暨+0gHW*美国高中数学竞赛成果
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报会'

%#月""日 举办#云南丽江市教育局讲座暨中学示范课$'

%%月%.日 举办#四川省成都市成华小学示范课$'

%%月"/ ,".日前往马来西亚参加H(HV马来西亚国际
9

数竞赛'

%"月%# ,%%日举办第二
&

小学#新思维数学$澳门杯课堂教学比赛'

%"月 %澳门数学教育&第十四期出版'

!"*'

X

$月%%日 庆祝十五周年会庆暨春茗聚餐'

/月"/ ,"&日前往新加坡参加第"&届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

-月" ,$日 前往美国参加第+"

&

美国高中数学竞赛+0gHW*'

-月%'日 希望杯(亚太区小学
9

数+新加坡*(数学大王赛(环亚太杯国际数学
赛暨+0gHW*美国高中数学竞赛成果

K

报会'

'月& ,.日 举行首办5首
&9

林匹克数学三维杯环亚太国际邀请赛赛+"#%'*6'

.月%"日 拜访谭俊荣司长'

%%月+日 举办#海峡两岸小学数学课堂教学交流展示$'

%"月.日(%#日举办第三
&

小学#新思维数学$澳门杯课堂教学比赛'

%"月 %澳门数学教育&第十五期出版'

!"*(

X

%月"&日 前往中山拜访华星幼稚园'

+月"&日 举办5世界七大数学死题破解演讲会6'

/月"+ ,".日前往新加坡参加第".届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

-月% ,"日 前往美国参加第+$

&

美国高中数学竞赛+0gHW*'

-月$#日,

'月"日 合办"#%&三维杯环亚太国际数学邀请赛+香港举行*'

'月'日 希望杯(数学大王国际邀请赛(环亚太杯国际数学赛暨+0gHW*美国
高中数学竞赛成果

K

报会'
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/月"/ ,"&日前往新加坡参加第"&届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

-月
$

香港名创教育+文达出版社*编辑的澳门基力数学探知%0和%U

出版'

-月%- ,%'日前往深圳出席"#%&全国史丰收数学速算法大
'

赛'

%#月%$日 举办5使用漫画进行数学教学)来自新加坡的经验6讲座'

%%月%#日 举办5世界数学难题一尺解第二次讲座6'

%%月"$ ,"'日前往马来西亚力行华小学参加第/

&

马来西亚国际数学
9

林匹克竞
赛'

%"月& ,.日 第二十八
&

5

K

业癧中学生常识问答比赛6数学命题!

$

协办单位'

%"月%/日(%-日举办常港澳小学5新思维数学6课堂教学邀请赛'

%"月 %澳门数学教育&第十六期出版'
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-月%日 前往新加坡参加第$#届亚太区小学数学
9

林匹克赛
-

赛'

/月$#日,

-月&日 前往美国参加第++

&

美国高中数学竞赛+0gHW*'

'月/ ,&日 主办"#%.金莲花杯国际数学邀请赛'

'月'日 举行金莲花杯国际数学邀请赛(数学大王国际邀请赛(环亚太杯国际
数学赛暨+0gHW*美国高中数学竞赛成果

K

报会'

-月
$

香港名创教育+文达出版社*编辑的澳门基力数学探知"0和"U

出版'

%%月"" ,"/日前往马来西亚参加第-

&

马来西亚国际数学
9

林匹克竞赛'

%"月- ,'日
$

第二十八
&

5

K

业癧中学生常识问答比赛6数学命题!本会
$

协办
单位'

%%月$#日(

%"月%日 举办5庆回归,,海峡两岸小学新思维数学课堂教学大赛6'

%"月 %澳门数学教育&第十七期出版'
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%#月%'日 举办5简约教育的理论与实践思考6讲座'

%%月"& ,".日举办5海峡两岸小学新思维数学课堂教学大赛6'

%"月 %澳门数学教育&第十八期出版'
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$月+日 於浸信中学举办5华数之星6选拔赛'

-月 参加第四
&

分角尺作图国际
-

赛'

%"月 %澳门数学教育&第十九期出版'
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"月"#日 举行庆祝本会成立二十周年晚宴'

%"月 %澳门数学教育&第二十期出版'
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'月"#日 拜访中联办'

%"月%#日 由澳门数学
9

林匹克学会主办!本会协
L

"#"$#金莲花$杯国际数学
邀请赛+澳门区*

-

赛'

%"月%'日 举行#金莲花$杯国际数学邀请赛+澳门区*

-

赛颁
'

礼'

%"月"% ,"/日探索海上丝绸之路4闽南文化4参访交流团!到访
7

门及泉州两地'

%"月 %澳门数学教育&第二十一期出版'
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